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Hoofdstuk 1
Inleiding

In 1834 was er een man die boten aan het bestuderen was bij het Edinburgh-Glasgow kanaal.
Terwijl hij dit deed, gebeurde het volgde: De boot stopte plotseling, maar een groot gedeelte
van het water bleef zelfs na stilstand van de boot nog in beweging. De golf die ontstond ging
er met grote snelheid vandoor. De man vond dit nogal bijzonder en daarom klom hij op zijn
paard en besloot de golf te volgen langs het kanaal. Het viel hem op dat deze golf nauwelijks
van vorm en snelheid veranderde.

De man, John Scott Russell, was zo gefascineerd door dit verschijnsel dat hij een groot deel van
zijn leven besteedde om de eigenschappen van deze bijzondere golf, de soliton, te bestuderen.
Dit is hem zelf helaas nooit gelukt.
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Hoofdstuk 2

KdV

Als we het hebben over solitonen, kunnen we niet om de KdV-vergelijking heen. In dit hoofd-
stuk laten we de afleiding van de KdV-vergelijking zien. De KdV-vergelijking is vernoemd
naar Diederik Johannes Korteweg en zijn student Gustav de Vries, die de vergelijking samen
hebben ontwikkeld in 1895.
We beginnen met de eendimensionale golfvergelijking:

Pu  ,0%

o2~ oa2

waar geldt dat u(z,t) de amplitude van de golf is en ¢ een positieve constante. De welbekende,
algemene oplossing van deze eendimensionale golfvergelijking is:

u(z,t) = f(x —ct) + g(z + ct)

met f en g willekeurige functies. Deze oplossing wordt vaak de d’Alembert-oplossing genoemd.
De functies f en g kunnen worden bepaald met behulp van de gegeven begincondities. De
afleiding van d’Alembert is goed te volgen in de bijlage.

Wanneer je golfvergelijkingen probeert af te leiden, worden er meestal een aantal veronder-
stellingen gedaan om de vergelijkingen te versimpelen. Soms zijn deze veronderstellingen
heel extreem, er blijft een hele simpele vergelijking over, en soms zijn deze veronderstellingen
minder extreem. Je kunt je waarschijnlijk wel voorstellen dat hoe minder extreem de veron-
derstellingen zijn, hoe meer natuurkundig detail er in de vergelijking overblijft. Hierbij kan
bijvoorbeeld worden gedacht aan de volgende drie verschillende golfvergelijkingen:

e de dispersieve golfvergelijking: us + uz + Uggr = 0
e de dissipatieve golfvergelijking u; + gy — gy = 0
e de niet-lineaire golfvergelijking u; + (1 — u)u, = 0

Nu kun je je misschien ook wel voorstellen dat, zolang we maar aannemelijke veronderstel-
lingen doen in een gegeven natuurkundig probleem, we een vergelijking krijgen die zowel

3
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niet-lineair als dispersief is of niet-lineair en dissipatief. Bijvoorbeeld:
up + (14 w)ug + Ugpy =0 (2.1)

of
ur + (1 +u)ug — Uzy =0 (2.2)

Vergelijking (2.1) is een variant van de Korteweg-de Vries-vergelijking en vergelijking (2.2) is
de Burgers-vergelijking.

Wij gaan het voornamelijk over de Korteweg-de Vries-vergelijking hebben (2.1). Deze KdV-
vergelijking kun je nog een beetje transformeren door zelf wat constantes te kiezen, zodat je
bijvoorbeeld uitkomt op:

up — 6uly + Uggr = 0 (2.3)

Vergelijking (2.3) is de meest voorkomende vorm van de KdV-vergelijking.

De KdV-vergelijking is voor veel dingen erg belangrijk, onder andere voor de wiskundige
beschrijving van solitonen. In het volgende hoofdstuk wordt de beweging van deze solitonen
beschreven en kun je zien dat de KdV-vergelijking hier een belangrijk aandeel in heeft.



Hoofdstuk 3

Oplossing solitonen

Allereerst moet worden gezegd dat het doel van dit hoofdstuk is, om uiteindelijk de oplossing
van zowel een enkele soliton als de oplossing van twee solitonen te vinden. Dit gaat in
verschillende stappen, die per paragraaf beschreven zullen worden. Alle tussenstapjes zullen
niet in de tekst voorkomen, aangezien dit niet prettig leest, maar voor wie toch graag wat
meer details over de tussenstapjes wil weten; in de bijlage staan al deze stapjes uitgewerkt
en daarom zal hier ook regelmatig naar verwezen worden.

3.1 Connectie KdV en Sturm-Liouville

We gaan kijken of we een connectie tussen de KdV-vergelijking en de Sturm-Liouville-vergelijking
kunnen maken. Het blijkt namelijk dat wanneer je de Sturm-Liouville-vergelijking eenmaal
hebt, je via de methode ‘inverse scattering’” op de oplossing voor solitonen kan uitkomen. We
hebben dus de KdV-vergelijking (2.3) en de Sturm-Liouville-vergelijking:

Yoz + (A —u)p =0 (3.1)

Om deze connectie te kunnen laten zien, maken we gebruik van de Miura-transformatie,
u = v24v,. Als we deze transformatie substitueren in de KdV-vergelijking, kom je uiteindelijk
uit op het volgende: v; — 6v?v; + Vzpe, 00k wel de mKdV (modified KdV) genoemd. Dus v
is een oplossing van de mKdV-vergelijking.

Neem nu aan dat v = ¢, /1 en vul dit in in de Miura-transformatieformule. Je komt dan uit
op: Y — utp = 0 wat al heel erg lijkt op de Sturm-Liouville-vergelijking. Het enige verschil
tussen de twee vergelijkingen is dat er bij vergelijking (3.1) een term (u — \) staat, waar wij
u hebben.

Daarom proberen we nu of we op de Sturm-Liouville-vergelijking uitkomen als we in de
voorgaande vergelijkingen de term wu steeds vervangen door u — A. Dit is gedaan en via de
stapjes die beschreven staan in de bijlage kun je zien dat we uiteindelijk uitkomen op de
Sturm-Liouville-vergelijking!



6 HOOFDSTUK 3. OPLOSSING SOLITONEN

3.2 ‘Inverse scattering’-methode

Om de ‘inverse scattering’-methode uit te leggen, beginnen we met het uitleggen van de
‘scattering’-methode. Dit doen we omdat de ‘scattering’-methode een methode is die beken-
der is, want het is in principe hetzelfde als het oplossen van een eigenwaardeprobleem.

‘Scattering’-probleem

Bij dit probleem probeer je bij een gegeven u, een X en 1 te berekenen, waarbij je aanneemt
dat u begrensd is.

/OO |u(z)|dr < oo

— 0o
Zoals te zien is, is dit een eigenwaardeprobleem, want je wilt de eigenwaardes en eigenfuncties
gaan uitrekenen.

‘Inverse scattering’-probleem

Bij de ‘inverse scattering’-methode doen we het tegenovergestelde. Dus bij een gegeven \ en
1, berekenen we onze u. In dit geval laten we x — +oo

Dit is de methode die we hieronder in verschillende stapjes gaan uitwerken. We willen immers
een u(x,t) gaan berekenen.

Om de ‘inverse scattering’-methode uit te leggen beginnen we met de golfvergelijking:
Paz — P2z =0
Deze kun je met behulp van Fouriertransformatie omschrijven naar:
Yoo + kP =0 (32)

waarbij de Fouriertransformatieformules als volgt zijn:
1 > —ikz
¢(x,2) = o— [ Yz k)e"dk
2m J_
vak) = [ ozt

Merk op dat (3.2) erg lijkt op de Sturm-Liouville-vergelijking, die wij graag willen oplossen,
neem in dit geval A = k2.
Yoz + (K —u)p =0 (3.3)

Oftewel als we de oplossing voor vergelijking (3.2) weten, kunnen we deze toepassen op de
Sturm-Liouville-vergelijking!



3.3. STURM-LIOUVILLE-PROBLEEM OPLOSSEN 7

Vergelijking (3.2) klopt zodra geldt dat 1) ~ ¢*** voor x — +o0o. Neem aan dat de oplossing
als volgt is:

U(z, k) = e + /oo K(z,z)e**dz (3.4)

Maar zoals gezegd moeten wij niet (3.2) oplossen, maar de Sturm-Liouville-vergelijking (3.3).
Vullen we nu (3.4) in in (3.3) dan krijgen we:

ikx df{ > ikz
—e™ (u + Qd—) + (Kpy — K., —uK)e"™dz =0 (3.5)
Xr X
waarbij K (z) = K (z, ).
Vergelijking (3.5) geldt alleen als u + 2% =0en Kz — K., —uK = 0. Nu zijn we er bijna,
want ons doel was immers om u te berekenen:

LS
dx

u =

Om het een beetje overzichtelijk te houden, zijn de belangrijkste punten hieronder nog even
kort samengevat.

e We willen u berekenen van de KdV-vergelijking
e Daarom moeten we ¥ berekenen van de Sturm-Liouville-vergelijking
e Als we 1 weten, kunnen we K berekenen

e Als we K weten, kunnen we u berekenen

Dit is dus de methode die we nu gaan toepassen. In de volgende paragraaf gaan we proberen
om onze ¥ van de Sturm-Liouville-vergelijking te berekenen.

3.3 Sturm-Liouville-probleem oplossen

We hadden inmiddels een connectie tussen de KdV-vergelijking (2.3) en de Sturm-Liouville-
vergelijking (3.1) weten te maken. Nu zien we dat in de laatste vergelijking nog steeds de term
u voorkomt, die we graag willen oplossen; dit is immers de oplossing van de KdV-vergelijking.
Dus deze term u is nog onbekend en daarom kunnen we vergelijking (3.1) nog niet oplossen.
Nu gaan we proberen deze vergelijking te versimpelen naar een vergelijking die we wel kunnen
oplossen. Hiervoor gaan we allereerst de volgende vergelijking definiéren:

R(z,t) = Yy + ug) — 2(u 4 2X), (3.6)

Het blijkt namelijk dat we hier iets mee kunnen waardoor we vergelijking (3.1) kunnen ver-
simpelen. Hiervoor moeten we wel een aantal stapjes doen.

We beginnen met de Sturm-Liouville-vergelijking waarbij u(x, t) voldoet aan de KdV-vergelijking.
Vervolgens differentiéren we deze Sturm-Liouville-vergelijking zowel naar x als naar ¢. Het
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blijkt nu handig te zijn dat we proberen a%(q/;xR — Y R,) uit te werken. Hier lijkt in eerste
instantie een gigantische vergelijking uit te komen, maar veel termen vallen weg doordat ze
voldoen aan (2.3) of aan (3.1) en dus 0 worden. Verder kunnen we een aantal termen elimi-
neren via de vergelijkingen die we hebben uitgerekend door (3.1) te differentiéren naar x en
t. In de bijlage zijn deze stapjes helemaal uitgewerkt.

Als we deze enorme vergelijking uitgerekend en versimpeld hebben, houden we de volgende
vergelijking over:

0
5y (Ve R = V) = A (3.7)

En vergelijking (3.7) is een vergelijking die we kunnen oplossen.

Dus als we nu even terugkijken, hebben we het volgende gedaan. We zijn begonnen met
de KdV-vergelijking, die we willen oplossen. Dit gaan we doen aan de hand van de Sturm-
Liouville-vergelijking, waar helaas nog een term w instaat, die we niet weten. Daarom hebben
we deze Sturm-Liouville-vergelijking met behulp van (3.6) om weten te schrijven naar een
eenvoudiger vergelijking, die we wel kunnen oplossen (3.7).

Nu willen we graag een oplossing proberen te vinden voor 1. Daarvoor gaan we zowel naar
het discrete als continue spectrum kijken. Vergelijking (3.7) kan voor zowel A < 0 (discrete
spectrum) als voor A > 0 (continue spectrum) apart behandeld worden.

3.4 Discrete Spectrum

Eerst kijken we naar het discrete spectrum, waarvoor geldt dat A < 0, daarom nemen we
A = —k2. Verder stellen we nog 1) = 1, (voor n = 1,2,..., N). Dit is om aan te geven dat
je meerdere eigenwaardes en eigenfuncties kunt hebben. Als we nu vergelijking (3.7) gaan
integreren naar x, komen we uit op de volgende vergelijking:

[wn:ﬂRn - wanz]iooo = _(k'?l)t/_ wz dx (3.8)

Er moet nog wel even gezegd worden dat de term R,, bestaat uit de termen 1, en k,,, vanwege
vergelijking (3.6). Verder zijn de eigenfuncties, 1, genormaliseerd volgens ffooo P2 dr = 1.
Omdat de eigenfuncties v, genormaliseerd zijn, en hun oppervlaktes dus niet oneindig groot
kunnen worden, weten we dat 1, naar 0 gaat zodra |x| — +o0o. Omdat 1), naar 0 gaat, moet
ook R, naar 0 gaan, omdat we zojuist gezegd hadden dat R, onder andere van ), athangt.
Verder is het nogal logisch dat zodra v, en R, naar 0 gaan, hun afgeleides naar ook naar
0 gaan. Dat betekent dat de linkerkant van vergelijking (3.8) op 0 uitkomt. Daarom moet
(k2)¢ nu ook wel 0 zijn, waaruit volgt dat k2 = ¢, waarbij ¢ constant is.

Als we nu even terugkijken naar vergelijking (3.7) kunnen we zien dat deze vergelijking nog
eenvoudiger is dan we aanvankelijk dachten. Als we nu vergelijking (3.7) opnieuw integreren
naar x en we nemen k, een constante, dan komen we uit op:

Yna By — Y Rpy = gn(t) (3.9)

waar g, (met n =1,2,..., N) willekeurige functies van ¢ zijn. De oplossing hing immers eerst
van zowel z als t af en we hebben net gezien dat de integratie van x, 0 oplevert, dus vandaar
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dat de oplossing nu alleen nog maar afthangt van t.
We willen nu deze functie g, (t) proberen te vinden.
Laten we vergelijking (3.9) nogmaals naar = integreren, dan krijg je:

Ry [thn = ha(t) (3.10)

waar h, (met n =1,2,..., N) wederom willekeurige functies van ¢ zijn.

Als we vergelijking (3.10) vermenigvuldigen met 12 en voor R, vergelijking (3.6) invullen
komen we op een mooie vergelijking uit, die we met behulp van de Sturm-Liouville-vergelijking
uiteindelijk kunnen omschrijven naar:

1
De precieze stapjes zijn goed te volgen in de bijlage.

Nu gaan we de voorgaande vergelijking ook naar = integreren, we willen immers de oplossing
voor 1, weten, om uiteindelijk uit te komen op:

We weten al dat de eigenfuncties 1, genormaliseerd zijn en deze term komt zowel links
als rechts van bovenstaande vergelijking voor. De vergelijking wordt dan gereduceerd tot:
%%1 = hy, en daaruit kun je zien dat h, = 0, oftewel

R, = wnt + uan - 2(“ - Zk%)wnx =0 (3‘11)

Uiteindelijk willen we toewerken naar een oplossing voor 1, (z;t). Deze kan nu verkregen
worden door middel van de methode ‘Scheiden van variabelen’, van vergelijking (3.11). De
oplossing is

Yn(z;t) ~ cp(t)e ™ als = — +oo (3.12)
Als je deze oplossing weer invult in (3.11) kun je te weten komen wat de constante ¢, is. Je

komt uit opdd%? — 4k3c, = 0 en deze kun je integreren naar t tot:

Cn(t) = cn(0)etnt (3.13)

waarbij ¢, (0) met (n =1,2,..., N) de normalisatieconstanten zijn op ¢t = 0.

3.5 Continue Spectrum

Nu gaan we kijken naar het continue spectrum waarvoor geldt dat A > 0, dus A = k2. Verder
geldt ¢ = Qﬁ We beginnen opnieuw met vergelijking (3.7) om deze net als in het discrete
geval naar = te integreren en uit te komen op )y R — Ry = g(t; k).

Deze vergelijking lijkt natuurlijk heel erg op vergelijking (3.9) uit het discrete geval. Ook nu
willen we graag weten wat voor waarde de constante g(¢; k) heeft.

We beginnen met de continue eigenfunctie, waarbij we aannemen dat die gegeven wordt door
U(z;t, k) ~ a(k;t)e”™® als £ — —oo. De andere term die je normaal gesproken bij zon
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continue eigenfunctie verwacht, b(k;t)e’**, valt weg zodra je z — —o0.
Om ook nog een vergelijking voor R(z,t; k) te vinden, moeten we deze continue eigenfunctie
gaan invullen in formule (3.6). Als we dit gedaan hebben en we laten z — —oco en u — 0 (en
daardoor ook u, — 0), dan komen we uit op:

Rz, t; k) ~ (fit + 4zk:3a> e ke

Nu hebben we alles wat we nodig zijn om de constante g(¢; k) te berekenen, dus laten we dat
dan ook maar doen.

Als we wAIR 1&53 uitrekenen, zien we dat beide termen tegen elkaar wegvallen, oftewel

g(t; k) = 0, voor alle t. Als we nu nog een keer gaan integreren naar z krijgen we R/ )= h(t; k)
oftewel R = hi. Zie de overeenkomst met het discrete geval (3.10) in de vorige paragraaf.
Omdat we de vergelijkingen voor Ren w zojuist al hebben uitgerekend, kunnen we deze gaan
invullen voor R = hy). We komen uit op:

d

d—i + 4ik®a = ha (3.14)
Tot nu toe gaat deze paragraaf ervan uit dat © — —oo. Maar wat gebeurt er als we ook nog
rekening houden met het geval dat x — 4007

Dan wordt de continue eigenfunctie )~ ek 4 b(k;t)e’*™. Dit is een combinatie van de
oplossing die we al hadden (neem a(k;t) = 1) waar je de oplossing die je krijgt wanneer
x — +oo bij opgetelt. Ook deze continue eigenfunctie kun je weer invullen in (3.6) en dat
levert:

R(az,t; k) ~ Eezk:p _}_41']{:3(671’&1‘ _ bezkx)

Nu gaan we de formules voor R en 1/3 invullen in R = h@ en als we verder nog rekening
houden met het feit dat e?** en e~%? lineair onafhankelijk van elkaar zijn, komen we uit op
het volgende:

db

— 4ik3b = hb 3.15
Frimbl (3.15)

en h(t; k) = 4ik3.
Het enige wat we nog moeten doen, is de vergelijkingen (3.14) en (3.15) oplossen. Doordat
geldt dat h(t; k) = 4ik3, wordt (3.14) gereduceerd tot d“ = 0 oftewel a(k;t) = a(k;0). De

oplossing voor b(k;t) = b(k;0)e 8ik3t
Samenvattend:

We hebben tot nu toe oplossingen laten zien voor de KdV-vergelijking met behulp van de
‘scattering’-methode. De belangrijkste vergelijkingen die we gevonden hebben, nadat we
wisten, zijn:

k, = constant; ¢, = cn(0)64k§1t
b(k;t) = b(k; 0)eBk’t
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Voorgaande vergelijkingen hebben we nodig om de functie F'(X;¢) uit te kunnen rekenen.

N
1 [ .
F(X:t) =Y c2(0)edknt=hnX 4 o / b(k; 0)e3F*HFX g (3.16)

™
n=1 -

Deze functie F(X;t) heb je namelijk nodig om de Marchenko-vergelijking uit te kunnen
rekenen, waarbij we uiteindelijk op een oplossing uitkomen.

K(z,z;t)+ F(x + z;t) + / K(z,y;t)F(y + z;t)dy = 0 (3.17)

Zo kun je zien dat we, doordat we i) weten, we constantes hebben kunnen uitrekenen, die we
vervolgens moeten invullen in F(X;t). En als we F(X;t) eenmaal weten, kunnen we K(x,t)
uitrekenen via de Marchenko-vergelijking.

De oplossing van de KdV-vergelijking wordt nu gegeven door u(z,t) = —2%f( (z,t) waarbij
K(z,t) = K(z,z,t).
Laten we dan nu eens gaan kijken naar twee voorbeelden van solitonen, waarbij we er beide

keren vanuit gaan dat u(x,0) een sech?-functie is en b(k;0) = 0.

3.6 1 Soliton

We beginnen met de oplossing van een enkele soliton. We kiezen u(z,0) = —2sech?(x) en
b(k;0) = 0 en vullen deze u in in (3.1), de Sturm-Liouville-vergelijking. Deze wordt dan:
Ve + (A + 2sech?(x))y = 0. Deze vergelijking die afhangt van = gaan we oplossen door de
vergelijking om te schrijven naar een vergelijking van T', waarbij 7' = tanh(x). Dan komen

d o\ dip A B
dT{u—T)dT}+<2+1_T2)¢_o

Dit is een bekende Legendre-vergelijking, waarvan we de oplossing weten.

De enige begrensde oplossing voor A = —k?(< 0) is, als geldt dat k = ky = 1.

Nu we de oplossing weten, kunnen we de boel weer terugschrijven naar een functie van x.
De corresponderende eigenfunctie is

we uit op:

Y1 () o¢ Pl(tanh(x)) = —sech(x)

waarbij P; een Legendre-polynoom van de eerste graad is.
En omdat geldt dat:

/ sech?(x)dx = 2

—0o
wordt de genormaliseerde eigenfunctie:

Y1 (z) = 27 2sech(x)

Uiteindelijk geldt dat 1y (z) = 2'/2¢™% als 2 — 4o00. Via de vergelijkingen (3.12) en (3.13)
komen we uit op ¢;(t) = 2/2¢%



12 HOOFDSTUK 3. OPLOSSING SOLITONEN

Achtereenvolgens moeten er nog een aantal dingen gebeuren om tot de oplossing te komen.
We moeten een oplossing van F'(X;t) vinden, zodat we die kunnen invullen in de Marchenko-
vergelijking (3.17), om vervolgens een oplossing van K (z,t) te krijgen. Dan zijn we er bijna,
want u(x,t) = —25%[((38, t) en we hoeven dus nu alleen nog de vergelijking voor K (z,t) in te
vullen en te vereenvoudigen.

Als we deze stappen nu gaan uitvoeren krijgen we: F(X;t) =2
Deze invullen in de Marchenko-vergelijking levert:

K(z, 2;t) + 23 @+2) 12 [%° K (z, ;)b W) dy = 0

Nu gaan we gebruik maken van de substitutie K(x, z;t) = L(x,t)e”* zodat we de term e~
eruit kunnen delen. Dit willen we graag doen, omdat we willen dat de oplossing geldt voor
alle z.

De oplossing u(z,t) = —Q%L(x, t)e™® = —2sech?(x — 4t).

Deze oplossing beschrijft een golf met amplitude 2 en voortplantingssnelheid 4, zie figuur 3.1.
Alle tussenstapjes die hier gemaakt worden, zijn te vinden in de bijlage.

eSth

z

Figuur 3.1: De oplossing voor 1 soliton

3.7 2 Solitonen

Nu gaan we een voorbeeld laten zien van twee solitonen. De oplosmethode is geheel analoog
aan die van een enkele soliton.

We beginnen met u(z,0) = —6sech?(x) en b(k;0) = 0 waarna we u weer gaan invullen in
de Sturm-Liouville-vergelijking. We krijgen ¢z, + (A + 6sech?(x))y = 0 op t = 0. Deze
vergelijking afhankelijk van x gaan we weer omschrijven naar een vergelijking athankelijk van
T, waarbij T' = tanh(x). Dan komen we uit op:

d o dip A B
o) (o 20 ) w0

Deze vergelijking heeft begrensde oplossingen voor A = —k?(< 0) als k; = 1 of kg = 2.
We kunnen deze vergelijking weer terugschrijven naar een vergelijking afhankelijk van x.
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Y1(x) oc Pj(tanh(x)) = —3tanh(x)sech(x)
Py(x) o P3(tanh(x)) = 3sech?(x)

Dit zijn Legendre-polynomen van de tweede graad.
Nu zijn de genormaliseerde eigenfuncties:

o (z) = (Z)tanh(x)secb(x) en n() = Vsech?(x) (3.18)

3
Uiteindelijk geldt dat 1 (x) ~ v6e™® en o(z) ~ 2v/3e72* als © — +oo. Via vergelijking
(3.12) komen we uit op c1(0) = v/6 en c2(0) = 2v/3 en via (3.13) krijgen we: ¢;(t) = v/6e
en c2(t) = 2v/3e3%. De functie F(X;t) wordt nu:

F(X;t) = 637X 4 120472
die we gaan invullen in de Marchenko-vergelijking om uiteindelijk uit te komen op:
K(x,2t) + Gedt—(@+2) | 19e04t—2(a+z)
+ /00 K(z,y;t) (668“(9“) + 12664’572(9“)) dy =0
x
We gaan net als bij de enkele soliton weer een subsitutie voor de term K(x,z;t) gebrui-
ken, namelijk K (z,z;t) = Li(z,t)e * + La(z,t)e ?*. Als we dit invullen in de gevonden

Marchenko-vergelijking, kunnen we zowel de term e™? als de term e~ 2? elimineren. De uit-
eindelijke oplossing wordt:

u(z,t) = —2£(L1($,t)6_m+L2(.%‘,t)€_2x) (3.19)

13+ 4cosh(2z — 8) + cosh(dx — 64¢)
(3cosh(z — 28t) + cosh(3z — 36t))?

(3.20)

Ook hier zijn de vele tussenstapjes goed te volgen in de bijlage.
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le
o
A
T S S—
Figuur 3.2: De oplossing voor 2 solitonen op ¢t = —0.5

10+

-10 10
Figuur 3.3: De oplossing voor 2 solitonen op t = —0.1
10+
s
T 5 10

Figuur 3.4: De oplossing voor 2 solitonen op t = —0
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10+

-10

Figuur 3.5: De oplossing voor 2 solitonen op ¢ = 0.1

le
-10 -5 5 10

Figuur 3.6: De oplossing voor 2 solitonen op t = 0.5
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Hoofdstuk 4

Voorbeelden van solitonen

Tsunami

Een tsunami, zoals de zien op de voorpagina, is een voorbeeld van een soliton. Op een gegeven
moment komt deze golf echter op land terecht waardoor de golf niet meer verdergaat.

Wave in voetbalstadion

Op zaterdag 19 juli 2008 troffen de wetenschap en voetbal elkaar in de Kuip, het stadion van
Feyenoord. Dit ter ere van het 100-jarig bestaan van de club en het 200-jarig bestaan van
het KNAW (Koninklijke Nederlandse Academie van Wetenschappen). Academielid GertJan
van Heijst heeft onderzocht of de menselijke wave zich net zo gedraagt als een tsunami, een
soliton dus. Er werden daarbij twee verschillende experimenten gedaan:

1) een enkele golf

Hierbij moesten de mensen in één van de vakken na het aftellen van de presentator massaal
gaan staan en weer zitten. Resultaat? Er onstond een golf die rechtsom door het stadion liep,
met ongeveer constante snelheid.

2) twee golven

Bij dit experiment moest iedereen op zijn/haar tien buren aan de rechterkant en tien buren
aan de linkerkant letten, en gaan staan als deze omhoog kwamen. Zoals je kunt begrijpen,
gingen er deze keer twee verschillende golven lopen, waarvan eentje linksom en eentje rechtsom
ging. Uiteraard kwamen deze twee golven dan ook in botsing met elkaar, waarna ze gewoon
ieder hun eigen weg weer gingen.

Door deze twee experimenten te doen, lijkt het erop dat een wave door een voetbalstadion
ook daadwerkelijk gemeenschappelijke eigenschappen met een soliton heeft.

17
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Hoofdstuk 5

Conclusie

Solitonen zijn dus bijzondere golven. Achter de beweging en de oplossing van deze golven
gaat een heleboel wiskunde schuil. Hieronder zijn nog even kort alle stapjes te zien, die nodig
zijn om tot een oplossing te komen.

e Begin met de KdV-vergelijking
e Maak een connectie met de Sturm-Liouville-vergelijking

e Gebruik nu de ‘inverse scattering’-methode om het Sturm-Liouville-probleem op te los-
sen

e Ga naar oplossingen zoeken in zowel het discrete en het continue spectrum
e Vul de constantes die je hebt gevonden in in de vergelijking voor F'(X;t)
e Vul deze F(X;t) weer in in de Marchenko-vergelijking

e De oplossing is nu u(x,t) = _2%K($’t)

Solitonen behouden dus dezelfde vorm en snelheid!
Er zijn nog meerdere oplossingsmethoden die de beweging van solitonen beschrijven. In

dit verhaal zijn we begonnen met de KdV-vergelijking maar je kunt ook oplossingen vinden
met de Sine-Gordon-vergelijking of de niet-lineaire Schrodinger-vergelijking.

19
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Hoofdstuk 6
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Hoofdstuk 7
Bijlage
Afleiding d’Alembert:

Uy — gy = 0 for —co<z<oo and t>0
u(z,0) = wuo(x)
u(z,0) = uy(x)

Nu gaan we achtereenvolgens een aantal dingen afleiden waarbij we beginnen met de algemene
oplossing;:

u(z,t) = f(x—-ct)+ gz +ct)
u(z,t) = —cf'(x—ct) +cg'(x+ct)
w(@,0) = f(2)+g(x) = uo(x)
u(2,0) = —cf'(z) +cg'(x) = m(x)
)

= [ ma

C

f@) g @) = /Oxul(é)di

C

Combineer nu de vergelijkingen voor u(z,0) en u(z,0):

24(@) = wlo) -7 [ w©d
fla) = ul) -5 [ wd
0
flx—ct) = %uo(x —ct) + 2ic /_ tul(f)dé

23
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T

1
20(@) = w(o)+7 [ et
(@) = guolo)+ 5 [ w(©de
g\x = 2UO €T 2% ) ul
1 x+ct
glx+ct) = Zup(x+ct)+ — / up(§)dg
2 2C 0
u(z,t) = f(z—ect)+ glx+ ct)
1 1 x+ct
— Sl ) e+ o [ e
2 2¢ x—ct
Connectie KdV en Sturm-Liouville
KdV-vergelijking:
up — 6uly + Uggr = 0 (7.1)
De Sturm-Liouville-vergelijking:

Om een connectie tussen (7.1) en (7.2) te laten zien, maken we gebruik van de Miura-
transformatie:
u =%+ v, (7.3)

Substitutie van Miura in de KdV-vergelijking:
(0% 4 vz) — 6(v? + v) (V2 4 v2) e + (0 + V) pze =0
geeft:
200 + Vgp — 6(7}2 + v2) (2uVg + V) + 6V ULy + 20Vp00 + Vpgze = 0

Dit kun je schrijven als:

0
(2v + a—m)(vt — 6030, + Vgzz) = 0

Dus v is een oplossing van:
vy — 6v2vx + Vpge = 0

Dit noem je ook wel mKdV (modified KdV) Neem aan dat:

Vu
v=— (7.4
1/1 )
Deze subsitutie invullen in (7.3) geeft:

Het enige verschil tussen (7.2) en (7.5) is dat er in (7.2) een term (u — A) staat waar in (7.5)
een u staat.
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Nu gaan we in alle voorgaande vergelijking u vervangen door (u — \).
De KdV-vergelijking wordt dan:

up — 6(u — Ny + Uggy =0 (7.6)

Vul (7.3) in in (7.6) en je komt uit op:

0
(2v + %)(vt — 6(v? = A\)vg + Vgza) = 0

waarbij v dus een oplossing is van:
vy — 6(112 — AUy + Vgge =0
Vul nu (7.4) in in (7.3) en we krijgen:
Yo — uth = 0
Nu hadden we u vervangen door (u — A), dit invullen geeft uiteindelijk de Sturm-Liouville:

Sturm-Liouville-probleem
We beginnen met Sturm-Liouville:
wxac‘f‘()\—u)’(/}:o
Differentiéren naar = geeft:
Differentiéren naar t geeft:
wmct + ()\t - Ut)I/J + (>‘ - u)¢t =0 (79)
waar u(x,t) voldoet aan de KdV-vergelijking:

U — Uty + Uggpr = 0

Definieer nu:
R(z,t) = ¥ + uzh — 2(u + 2M) Y, (7.10)

En reken %(sz — Y R,) uit via de volgende stappen:

Vo R = oty + upihy — 2up2 — 4ANY2

en

YRy = Yyt + Upat)® — Upththy — 20ty — ANy
Dus

me - sz = ¢x¢t - 21@3 - 4)\¢g - 7!”%& - U:rwa + 2u¢¢mc + 4)\¢¢)xcﬂ + 2“9&"7“[)3:
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Nu geldt dat:

i(wa - TbRa:) =Ygy (wt - 4)\'¢x - 2’U/¢$ + 4Uzw) + 1/}(4)\7/)$zm - wzmt — Uggr) + 2u'¢mxa¢)

We gaan de termen ¢y, en ., elimineren d.m.v. de vergelijkingen (7.8) en (7.9). Dan
krijgen we:

(AN + 2u) (ua®) + (u — AN)tbe) + (A — w)y + (A = w)ihr)

Kijk nu even weer naar de Sturm-Liouville-vergelijking (7.2) en je kunt zien dat de volgende
termen wegvallen:

* (Yoz+ (A —w))thy =0
o ((—2u —4N)Ypr + 2u+4N)(u — M), =0

Vergelijking (7.11) is nu gereduceerd tot:

0
%(uij - wa) = 7/)2(>\t — ug + 6uuy — U:L‘mc)

En omdat u aan de KdV-vergelijking (7.1) voldoet, houden we uiteindelijk over:

0
O (R~ wR,) = A2 (7.12)

Discrete spectrum:

Voor het discrete spectrum stellen we A = —k2 en ¢ = 1), (voor n = 1,2,..., N). Vergelijking
(7.12) integreren naar x levert:

/ Yide =1

Hieruit kunnen we afleiden dat v, (en daardoor ook R,,) naar 0 gaan, zodra |z| — oo anders
wordt de oppervlakte van de integraal nooit 1, maar zal die oneindig groot worden.

Omdat v, en R, allebei 0 worden, en daarom hun afgeleides naar = ook, zien we dat de
linkerkant van vergelijking (7.13) op O uitkomt. Daarom geldt nu dat ook (k,); — 0 en
k., = ¢, waarbij ¢ een constante is.

Vergelijking (7.12) opnieuw integreren naar x, en we nemen k,, een constante, dan krijgen we:

1y, is genormaliseerd volgens:

Ynalln — U BRyy = gn(t) (714)
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met g,(n =1,2,..., N) functies van ¢ en omdat 1, en R, — 0 als |z| — oo, Vn, geldt g, = 0,

Vt. Als je vergelijking (7.14) integreert, krijg je:
R
— = hy(t) (7.15)
Un

met h,(n =1,2,...,N), functies van ¢.

Vergelijking (7.15) vermenigvuldigen we met 12 en we kijken even terug naar vergelijking
(7.10) dan zien we dat dat Ry, (x,t) = ¥nt + ugthn — 2(u + 2X\)1hp,. Verder hebben we gesteld
dat A = —k2. Als we nu de volgende vergelijking willen uitschrijven R, = h,?2, dan levert
ons dat:

% (d’nt + uan - 27“/’711: + 4kr21¢noc) = hnwi
en met behulp van vergelijking (7.2) is dit hetzelfde als:

5 (2 (u — 207, + 4K22)e = hat? (7.16)

Zie nu de uitleg van deze stap.

We willen graag aantonen dat:

Rn/¢n = hy (t)
hetzelfde is als: )

Begin met:

hn(t) = Rn/wn

hat02 = Rpiy

hot2 = n(tnt + ugty — 20ty — ANy

hoy = Ynthnt + Ush? — 2uthnthng + 4k VnUne (7.17)
Neem nu:

Pt = SR+ (g — 20, + 4R2),
8k721¢n¢nm

En (7.17) was:
hnwi = '(Z}nq/)nt + U:ﬂ/}i - 2u¢n'¢nz + 4]{:72117[)7117[}77,33

Nu verschillen (7.17) en (7.18) nogal.
Tel bij (7.17) de volgende termen op:

Dus ze zijn hetzelfde!
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Nu gaan we vergelijking (7.16) ook naar z integreren. Dat betekent dat de term (uwp? —
202, + 4k292), gewoon de term u2 — 2¢p2, + 4k212 wordt. En deze term valt uiteindelijk
weg, omdat we eerder al geconstateerd hadden dat de term 1, — 0 voor |z| — oo en daarom

ook de term ), — 0.
2

Dus dan houden we over:

Omdat zowel rechts als links de term f * 42 voorkomt, en wij weten dat die term 1 is
(genormaliseerd), komen we uit op 3 dtl = h,, oftewel, h,, = 0.

Nu dus:

Ry = tnt + gty — 2(u — 2k2)hnz = 0 (7.19)
Met behulp van de methode ‘Scheiden van variabelen’ komen we uit op:
Un(x;t) ~ (e als 2 — +oo (7.20)

En we nemen aan dat v — 0 als £ — oo.
Deze oplossing voor 9, (z,t) invullen in (7.19) levert ons:

dc
dtn 4k3 o Cn, =
oftewel als je bovenstaande vergelijking integreert naar t krijg je:
en(t) = cn(0)ethnt (7.21)
waar ¢,(0),n =1,2,..., N de normalisatieconstanten zijn op t = 0.

Continue spectrum:

Voor het continue spectrum stellen we A = k2 en ¢ = 1). Als we nu weer vergelijking (7.12)
integreren naar x krijgen we: o

¢xR - ¢Rx = g(t; k) (7'22)
Deze lijkt erg op vergelijking (7.14) uit het discrete spectrum. Als continue eigenfunctie
nemen we: ¥ (x;t, k) ~ a(k;t)e *% als 2 — —oco. De term b(k;t) valt weg zodra we 2 — —co.
Als we nu deze eigenfunctie gaan invullen in vergelijking (7.10), dan komen we uit op het
volgende:

. d ,
R(x,t; k) ~ (d(; + 4ik:3a> etk

als x — —oo en u en daardoor ook u, naar 0 gaan! Als we nu ook weer wAmR—@ERAm uitrekenen,

krijgen we:

—Qikx(d —|—4Zk‘3 )—I—’i/{?ae_%kx(d
dt dt

Daarom geldt: g(t; k) = 0, voor alle t. Zie vergelijking (7.22).

Vergelijking (7.22) integreren naar x levert: R/v) = h(t; k) oftewel R = hip. Nu kunnen we

de vergelijking voor Ren 1/1 hier invullen en dan komen we uit op:

d
d—? + 4ik®a = ha (7.23)

—ikae + 4ik3a) =
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Dit alles geldt voor z — —o0
Wat gebeurt er als x — 4007
Dan nemen we als eigenfunctie 1 (z;¢, k) ~ e + b(k;t)e’*® die we ook gaan invullen in
vergelijking (7.10). Dit levert:

db .
R(.T t k) ~ %ezlm _}_4“{:3( —ikx bezkx)

Via de vergelijking R= h@ komen we dan uit op:

db

zkz 3/, —ikx ikx —ikx ikx
41 =
LT Ak (e — bt — (e o et

Omdat e*** en e~ lineair onafhankelijk zijn van elkaar, krijgen we twee condities:

db

— 4ik3b = hb 7.24
i (7.24)

en h(t; k) = 4ik3.

Nu geldt dan ook dat vergelijking (7.23) wordt versimpeld tot ‘fi—‘; = 0. Deze vergelijking
integreren levert: a(k;t) = a(k;0). [

Vergelijking (7.24) integreren naar t levert: b(k;t) = b(k; O)egikdt

De belangrijkste vergelijkingen die we tot nu toe hebben gevonden zijn:

k, = constant; ¢, = cn(())e‘*k%t
b(k;t) = b(k; 0)eBk’t

De functie F'(X;t), die nodig is voor de Marchenko-vergelijking, wordt gegeven door:

1 [ 34
2 J_
De Marchenko-vergelijking is:
(0.9]
K(x,z;t) + F(z + 2;t) + / K(z,y;t)F(y + z;t)dy =0 (7.26)
T

De oplossing voor de KdV-vergelijking wordt dan gegeven door:
u(x,t) = fQ%K(x,t) en K(x,t) = K(z,x,t).

1 soliton

We beginnen met u(z,0) = —2sech?(x) en we nemen b(k;0) = 0.
De Sturm-Liouville-vergelijking op ¢t = 0 wordt dan:

Yz + (A + 2sech?(x))yp = 0

Dit gaan we omschrijven naar:

d o i) A B
plu-m5 ) (2 2m) v =0
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waarbij 7' = tanh(x).

Dit is namelijk een bekende Legendre-vergelijking, waarvan we de oplossing kunnen vinden.
De enige begrensde oplossing voor A = —k?(< 0) is, als geldt als k = k; = 1.

Nu kunnen we deze weer terugtransformeren naar een functie van x. De corresponderende
eigenfunctie is:

Y1 () o¢ Pl(tanh(x)) = —sech(x)
en omdat geldt dat:

/ sech?(x)dx = 2

—00

wordt de genormaliseerde eigenfunctie:
Y1 () = 272sech(x)
Via de achtereenvolgende stappen:

Yr(z) = 27Y2sech(x)

_ 2—1/2 2
er + e~
2 1

\/ée:v + e *
1
NG —

1
= V2= als z—

61‘

= \/éeiz

geldt dan uiteindelijk: 9y (z) ~ 2Y/2e~% als z — +oc.
Via (7.20) wordt ¢1(0) = 2%/2 en wordt de vergelijking (7.21):

c1(t) = 21264
Als we dit gaan invullen in vergelijking (7.25) krijgen we:
F(X;t) = 287X
De Marchenko-vergelijking (7.26) wordt dan:

K (z, z;t) + 23 @+2) 4 2/ K(z,y;t)eS~ 0 ) dy = 0 (7.27)

Maak nu de substitutie: K(z,z;t) = L(x,t)e”*.
Vul deze substitutie in in vergelijking (7.27) en we komen uit op:

L(z,t)e™® 4 28~ (@F2) 4 2/ Lz, t)e Ve~ W+2)gy — o (7.28)
Deel nu vergelijking (7.28) door de term e™% en je krijgt:

(o)
L+ 26877 4 2L€8t/ e dy =0

xT
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Zoals je kunt zien is de term e~* eruitgedeeld. We willen namelijk dat de oplossing geldt voor
alle z. Doe achtereenvolgens de volgende stappen:
f o° e_dey =0
x
= [ = b
= L +2e%% 4 Led 2" =0
= L(1+e¥77) = —2¢8
_9.8t—x
en de oplossing voor de KdV-vergelijking wordt dan:

u(z,t) = —Q(iCK(a:,t)

o,
= —Q%L(m,t)e

B 4e8t—2x
- oz (1 + €8t2x>
86815—23?

(1 + eSt—Zw)Q
= —2sech®(z — 4t) (7.29)

Vergelijking (7.29) beschrijft een golf met amplitude 2 en voortplantingssnelheid 4.
2 solitonen

We beginnen met u(z,0) = —6sech?(x) en b(k;0) = 0.
De Sturm-Liouville-vergelijking wordt in dit geval 1., + (X + 6sech?(x))y = 0 op t = 0.

Oftewel:
d

2\ A A _
pla-mphs (64 20 )v=0
waarbij T' = tanh(x).

Bovenstaande vergelijking heeft begrensde oplossingen voor A = —k%(< 0) als k; = 1 of
ko = 2.
Via de volgende Legendre-polynomen komen we uit op:

Y1(z) oc Py (tanh(x)) = —3tanh(x)sech(x)
Vo) oc P(tanh(x)) = 3sech?(x)

Nu zijn de genormaliseerde eigenfuncties:

i (z) = (Z)tanh(x)secb(x) en ta(z) = *fsedﬁ(x) (7.30)

Uiteindelijk geldt dan 1 (z) ~ vV6e™® en ¥o(z) ~ 2v/3e™2* als 2 — +00.

Via (7.20) wordt ¢;(0) = v/6 en c2(0) = 2v/3 en via vergelijking (7.21) kom je uit op:
c1(t) = V6e en co(t) = 2¢/3e3?.

De functie F(X;t) wordt dan:

F(X,t) — 668t—X _|_ 12664t—2X
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De Marchenko-vergelijking is dan als volgt:
K(x,zt) + 65 (@+2) 4 1904t2(z+2) (7.31)

+/ K(z,y;t) (668t_(y+z) + 12664t_2(y+z)) dy =0

Neem nu K (z, z;t) = Ly (x,t)e™* + La(z,t)e™ 2% en substitueer dit in de bovenstaande verge-
lijking:

Ly (x,t)e™ + La(x, t)e™% 4 657 (@+2) 4 126642z +2) (7.32)
+ / (Li(z,t)e™ + Lo(z, t)e” %) (668“(1’“) + 12664”2(9“)) dy =0

z 2z

Als we nu de coéfficiénten van e™* en e~ “* verzamelen, kunnen we vergelijking (7.32) gaan
opsplitsen in de volgende twee vergelijkingen.

Li + 6e3 % 4 6Bt (L1 fﬁo e 2Ydy + Lo fxoo e*?’ydy) =0
Lo + 126422 4 1964 (L1 fxoo e 3Ydy + Lo f;o e‘4ydy) =0

Als we deze integralen uitrekenen komen we uiteindelijk uit op:

Ly +6€377 4+ 3L1e¥72% 4+ 2L,e% 737 = (
L2 + 12664t_2‘r + 4L1664t—3iﬂ + 3L2664t—4x — O

Nu kun je de termen Lj en Lo gaan uitrekenen, dit kost veel omschrijfwerk waarna je uitein-
delijk uitkomt op:
Ll(l‘, t) — 6(6721?—5:5 _ 68t—x)/D
{ Lg(:c,t) —_ _12(6647&7233 4 672t74z)/D

Waarbij D(.:U,t) =1 + 368t72x + 3664t74x + e72t76x.
De oplossing:

u(z,t) = —Z;xK(a:,t)
9 —x —2x
= —2£(L1(I,t)6 + Ly(z,t)e™ %)
— 72%{(667215—627 _ 668t—2x _ 12664t—4z _ 12672t—6x)/D}

— 1262{(67215—6117 + eSt—2m _ 2664t—4$)/D}
T

B 23 + 4cosh(2x — 8t) + cosh(4x — 64t)
(3cosh(x — 28t) + cosh(3z — 36t))?




