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1 Probleemstelling

Wat zijn de aantallen niet-equivalente formules van de fragmenten [p, q, r,¬,∧,→] en
[p, q, r,¬¬,∧,→] uit de intuïtionistische logica?
Om dit probleem op te lossen is het belangrijk eerst te begrijpen wat de genoemde begrippen
precies inhouden: wat is intuïtionistische logica, wanneer zijn formules equivalent etcetera.
Hiervoor volgt eerst een korte, informele inleiding gevolgd door een formele de�nitie voor
de gebruikte termen.

2 Inleiding

De intuïtionistische logica is een variant van de klassieke, tweewaardige logica, waarbij niet
langer aangenomen wordt dat een propositie waar danwel onwaar is. Waar in de klassieke
logica een propositie waar of onwaar wordt gesteld, is bij de intuïtionistische logica een
propositie slechts waar wanneer er een bewijs voor is en onwaar als er een bewijs is dat de
propositie tot tegenspraak leidt. Dit houdt dus tevens in dat het klassieke bewijs uit het
ongerijmde niet geldig is. De onderliggende stelling dat p ∨ ¬ p altijd waar is, geldt niet
voor de intuïtionistische logica.

Zoals we ook van de klassieke logica gewend zijn, is het aantal formules zonder beperkingen
oneindig: dit is een direct gevolg van het toelaten van oneindig veel atomaire proposities.
Wanneer we bijvoorbeeld het simpelste geval nemen met slechts één atomaire propositie,
dan zijn er voor de klassieke logica slechts vier unieke formules: p, ¬ p, (p ∨ ¬p) en (p ∧
¬p). Zowel p ∨ p, p ∧ p als ¬¬ p zijn logisch equivalent aan p. Voor de intuïtionistische
logica krijgen we in dit geval echter al oneindig veel non-equivalente logische formules. Dit
is ook wel bekend als het Rieger-Nishimura tralie [1, 2].
Echter, wanneer we niet langer zowel de connectieven implicatie (→) als disjunctie (∨)
beschouwen, krijgen we eindige fragmenten van de intuïtionistische logica [3]. In dit geval
beschouwen we de fragmenten [p, q, r,¬,∧,→] en [p, q, r,¬¬,∧,→]met drie propositieletters
en zonder disjunctie.

Het concept van een exact model waar hier gebruik van wordt gemaakt is al in 1975
geïntroduceerd in [4]. Meer over exacte modellen in hoofdstuk 3. Onderzoek in die tijd
was echter met beperkte computerkracht. In 1991 [5] is het fundament aan onderzoek over
programma�s voor exacte modellen, waar deze scriptie op bouwt, gelegd. In [6] is dit verder
aangevuld met andere (sub)fragmenten. Tevens is hier #[p, q, r,¬,∧,→] al gegeven. In
deze scriptie wordt dit getal geveri�eerd met een alternatieve methode. Tot slot vermelden
we [7] waar deze scriptie rechtstreeks op verder bouwt.
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3 Terminologie

Fragment:

Een fragment [P, C] van de intuïtionistische propositielogica is de set formules opgebouwd
uit propositieletters p, q, r,... ∈ P en de connectieven in C ⊆ [¬,¬¬,∧,∨,→].

Diagram:

Het diagram < F/≡,`> van een fragment F is de verzameling equivalentieklassen van F
onder de relatie ≡, partieel geordend door de a�eidbaarheidsrelatie `.

Partiële ordening:

Een partiële ordening is een paar 〈W,≥ 〉, waarbij W een niet lege verzameling is en ≥ een
re�exieve, antisymmetrische en transitieve relatie op W is.
Tevens de�niëren we x <1 y, waar x een directe voorganger van y is, door:

∀z(x < z ≤ y → z = y)

Opwaarts gesloten deelverzameling:

De opwaarts gesloten deelverzamelingen van een verzameling X zijn alle subsets, waarbij
voor elk element alle ouders ook in de subset zitten:

Pu(X) = {Y ⊆ X | ∀y ∈ Y ∀x(x ≥ y → x ∈ Y )}

Tevens de�niëren we de neerwaartse afsluiting X↓ van een verzameling X, als alle kinderen
van deze verzameling:

X↓= {w | ∃v ∈ X(v ≥ w)}

Antiketen:

De verzamelingen antiketens van een verzameling X zijn alle subsets met onderling onvergelijkbare
elementen:

Pa(X) = {Y ⊆ X | ∀y, z ∈ Y (y ≤ z → y = z)}

Model:

Gegeven een verzameling propositieletters p, q, r,... ∈ P en een partiële ordening 〈W,≥ 〉,
dan kunnen we deze partiële ordening uitbreiden met een functie

atom : W → P(P )
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om een model voor P te vormen: M = 〈W,≥, atom〉. Hiervoor moet atom monotoon zijn:

x ≤ y ⇒ atom(x) ⊆ atom(y)

Voor de geldigheid in het model krijgen we:

k 
 p ⇔ p ∈ atom(k)

k 
 p ∧ q ⇔ k 
 p en k 
 q

k 
 p ∨ q ⇔ k 
 p of k 
 q

k 
 p→ q ⇔ ∀n ≥ k(M,n 
 p⇒M,n 
 q)

k 
 ¬p ⇔ ∀n ≥ k(M,n 1 p)

Exact model:

Een model M = 〈W,≥, atom〉 is een exact model voor fragment F, wanneer het diagram
F≡ isomorf is met de verzameling opwaarts gesloten deelverzamelingen Pu(W ).
In [7] in aangetoond dat het exacte model voor [P,¬,∧,→] als volgt inductief gede�nieërd
kan worden:

〈P, ∅〉 ∈ EM(P );

if X ∈ Pa(EM(P )) and Q ⊂ atomP (X) then 〈Q,X〉 ∈ EM(P )

Hierbij is:

atom(X) =
⋂
{atom(x) | x ∈ X}

atomP (X) = atom(X) ∩ P

atom(∅) = P

4 Constructie

Voor de constructie van het exacte model van [p, q, r,¬,∧,→] volgen we dezelfde manier
als beschreven in [5]. Hierbij krijgen we het model M, bestaande uit 4 niveaus: M =
M0 ∪M1 ∪M2 ∪M3

Er geldt:

x ∈ Mk ⇔ ||atom(x)|| = k

x, y ∈ M and x < y ⇒ ∃k, l x ∈Mk, y ∈Ml, with k < l
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Voor de invulling van het model geldt vervolgens:

M3 = {〈{p, q, r}, ∅〉}

Voor n = 2, 1, 0:

Mn := {〈P, Y 〉 | Y ∈ Pa(
⋃
{Mk | n < k ≤ 2}), P ⊂ atom(Y ), ||P || = n}

〈P, Y 〉 <1 z i� z ∈ Y

atom(〈P, Y 〉) = P

5 Segmentatie

Gegeven het model M de�niëren we: A = M3, B = M2, C = M1, D = M0.
Gebruik makende van het model zonder M0 zoals deze geïllustreerd is in [6] valt dit als
volgt te zien:
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Hierbij verdelen de blauwe lijnen de verschillende niveaus. De blauwe lijnen binnen de
niveaus geven nog een verdere verdeling weer, namelijk:

Bpq = {x ∈ B | atom(x) = {p, q}}
Bpr = {x ∈ B | atom(x) = {p, r}}
Bqr = {x ∈ B | atom(x) = {q, r}}
Cp = {x ∈ C | atom(x) = {p}}
Cq = {x ∈ C | atom(x) = {q}}
Cr = {x ∈ C | atom(x) = {r}}

In de berekening splitsen we dit echter nog verder op aan de hand van de directe ouders
van de knopen, en wel als volgt:

Cp,pqr = {x ∈ C ∀y > x atom(y) = {p, q, r}}
Cp,pq = {x ∈ C ∀y >1 x atom(y) = {p, q}}

Op dezelfde wijze krijgen we ook: Cp,pr, Cq,pqr, Cq,pq, Cq,qr, Cr,pqr, Cr,pr, Cr,qr

Dpqr = {x ∈ D ∀y > x atom(y) = {p, q, r}}
Dpq = {x ∈ D ∀y >1 x atom(y) = {p, q}}
Dp = {x ∈ D ∀y >1 x atom(y) = {p}}

Dpr, Dqr, Dq, Dr net zo.

6 Berekening

De set antiketens Pa(A ∪B ∪ C ∪D) = Pa(EM({p, q, r})), valt als volgt op te splitsen:

Pa(A ∪B ∪ C ∪D) = {W ∪X ∪ Y ∪ Z | W ⊆ A,X ⊆ B −W↓,
Y ⊆ C −W↓ −X↓, Z ⊆ D −W↓ −X↓ −Y↓}

Het aantal antiketens valt dan te schrijven als:

#Pa(A ∪B ∪ C ∪D) =

(1)
∑
W⊆A

∑
X⊆B−W↓

∑
Y⊆C−W↓−X↓

2#(D−W↓−X↓−Y ↓)
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Wanneer we (1) vervolgens weer opdelen in welke propositieletters er gelden en van welke
delen ze afhankelijk zijn, dan krijgen we:

(2)
∑
W⊆A

∑
Xpq⊆Bpq−W↓

∑
Xpr⊆Bpr−W↓

∑
Xqr⊆Bqr−W↓∑

Yp,pqr⊆Cp,pqr−W↓

∑
Yp,pq⊆Cp,pq−W↓−Xpq↓

∑
Yp,pr⊆Cp,pr−W↓−Xpr↓∑

Yq,pqr⊆Cq,pqr−W↓

∑
Yq,pq⊆Cq,pq−W↓−Xpq↓

∑
Yq,qr⊆Cq,qr−W↓−Xqr↓∑

Yr,pqr⊆Cr,pqr−W↓

∑
Yr,pr⊆Cr,pr−W↓−Xpr↓

∑
Yr,qr⊆Cr,qr−W↓−Xqr↓

2#(Dp∪Dq∪Dr∪Dpq∪Dpr∪Dqr∪Dpqr−W↓−Xpq↓−Xpr↓−Xqr↓−

Yp,pqr↓−Yq,pqr↓−Yr,pqr↓−Yp,pq↓−Yp,pr↓−Yq,pq↓−Yq,qr↓−Yr,pr↓−Yr,qr↓)

Het deel in de tweemacht is makkelijk te herleiden tot kleinere stukjes. Eerst een demonstratie
hoe deze opgesplitst kan worden, gevolgd door het plaatsen van de sigmas bij de bijbehorende
tweemacht.

2#(Dpqr−W↓) · 2#(Dpq−W↓−Xpq↓) · 2#(Dpr−W↓−Xpr↓) · 2#(Dqr−W↓−Xqr↓) ·
2#(Dp−W↓−Xpq↓−Xpr↓−Yp,pqr↓−Yp,pq↓−Yp,pr↓) ·
2#(Dq−W↓−Xpq↓−Xqr↓−Yq,pqr↓−Yq,pq↓−Yq,qr↓) ·
2#(Dr−W↓−Xpr↓−Xqr↓−Yr,pqr↓−Yr,pr↓−Yr,qr↓)

Nu valt (2) dus te herleiden tot:

(3)
∑
W⊆A

2#(Dpqr−W↓) ·
∑

Xpq⊆Bpq−W↓

2#(Dpq−W↓−Xpq↓) ·

∑
Xpr⊆Bpr−W↓

2#(Dpr−W↓−Xpr↓) ·
∑

Xqr⊆Bqr−W↓

2#(Dqr−W↓−Xqr↓) ·

∑
Yp,pqr⊆Cp,pqr−W↓

∑
Yp,pq⊆Cp,pq−W↓−Xpq↓

∑
Yp,pr⊆Cp,pr−W↓−Xpr↓

2#(Dp−W↓−Xpq↓−Xpr↓−Yp,pqr↓−Yp,pq↓−Yp,pr↓) ·∑
Yq,pqr⊆Cq,pqr−W↓

∑
Yq,pq⊆Cq,pq−W↓−Xpq↓

∑
Yq,qr⊆Cq,qr−W↓−Xqr↓

2#(Dq−W↓−Xpq↓−Xqr↓−Yq,pqr↓−Yq,pq↓−Yq,qr↓) ·∑
Yr,pqr⊆Cr,pqr−W↓

∑
Yr,pr⊆Cr,pr−W↓−Xpr↓

∑
Yr,qr⊆Cr,qr−W↓−Xqr↓

2#(Dr−W↓−Xpr↓−Xqr↓−Yr,pqr↓−Yr,pr↓−Yr,qr↓)
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Wat opvalt is dat enkele termen veel met elkaar gemeen hebben, vanwege de symmetrie
van het diagram. Dit stelt ons in staat om alle opwaarts gesloten deelverzamelingen te
tellen, terwijl we slechts met een deel van de structuur werken! Hiervoor introduceren we
eerst de functie:

f(x, y, z,Xxy, Xxz) =∑
Yx,xyz⊆Cx,xyz−W↓

∑
Yx,xy⊆Cx,xy−X↓−Xxy↓

∑
Yx,xz⊆Cx,xz−X↓−Xxz↓

2#(Dx−W↓−Xxy↓−Xxz↓−Yx,xyz↓−Yx,xy↓−Yx,xz↓)

Vanwege de symmetrie geldt:
f(p, q, r,Xpq, Xpr) = f(p, q, r,Xqp, Xqr) = f(p, q, r,Xrp, Xrq)
Daarom ook:
f(p, q, r,Xpq, Xpr) · f(p, q, r,Xqp, Xqr) · f(p, q, r,Xrp, Xrq) = f(p, q, r,Xpq, Xpr)

3

Met deze functie kunnen we (3) nu dus herschrijven tot:

(4)
∑
W⊆A

2#(Dpqr−W↓) ·
∑

Xpq⊆Bpq−W↓

2#(Dpq−W↓−Xpq↓) ·

∑
Xpr⊆Bpr−W↓

2#(Dpr−W↓−Xpr↓) ·
∑

Xqr⊆Bqr−W↓

2#(Dqr−W↓−Xqr↓) ·

f(p, q, r,Xpq, Xpr)
3

7 Programma

Het uiteindelijke programma gebruikt dezelfde opbouw als de theorie beschreven in sectie
4(constructie), 5(segmentatie) en 6(berekening). Er zijn diverse functies nodig om het
model correct op te bouwen. De code is geschreven in Python, dit maakt het relatief
eenvoudig om te werken met zeer grote getallen en verzamelingen en de auteur had al
enige ervaring met deze programmeertaal. Sets zijn gerepresenteerd door lijsten, omdat
de native set van Python geen mutable objects ondersteund. Hieronder vallen onder meer
sets en de zelf gede�nieërde nodes. Voor de volledige code, zie appendix A.

Het programma bestaat uit de bestanden ListSet.py dat redelijk triviale set operaties
op lists bevat, Node.py welke uitsluitend gebruikt wordt voor het opbouwen van het model
en tot slot het hoofdprogramma LogComp.py. Dit hoofdprogramma voert alle stappen uit
met behulp van functies uit de andere bestanden.

Hoewel de segmentatie en met name de berekening speci�ek voor dit fragment, is de
opbouw van het model vrij generiek en is met kleine veranderingen aan te passen op andere
fragmenten. In de volgende subsecties presenteren we algoritmes die de werking van het
programma beschrijven.
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7.1 Constructie

De constructie van het model kan volgens het volgende algoritme samen worden gevat:

algoritme construction(depth)
input integer depth, die het aantal propositieletters aangeeft
output een lijst nodeSet, met alle nodes die voor de berekening nodig zijn
ucss ← [ ]
tmp ← node([0, 1, 2], [ ]) // propositieletters en directe voorgangers als argumenten
nodeSet ← [ ]
while depth ≥ 1

sets ← [ ]
for t ∈ tmp

sets ← generateUpwardClosedSubsets(t, ucss)
ucss ← ucss + sets

depth ← depth - 1
tmp ← generateNodes(ucss, depth, nodeSet)
nodeSet ← nodeSet + tmp

return nodeSet

algoritme generateUpwardClosedSubsets(t, ucss)
input knoop t, een lijst met opwaarts gesloten deelverzamelingen ucss
output opwaarts gesloten deelverzamelingen sets:

een uitbreiding van ucss met knoop t
sets ← [[ ]]
if t.parents = [ ]

sets ← [[t]]
for ucs ∈ ucss

if t.parents ⊆ ucs
sets ← sets + [ucs + [t]]

return sets

algoritme generateNodes(ucss, depth, nodeSet)
input integer depth die het aantal propositieletters aangeeft,

de opwaarts gesloten deelverzamelingen ucss en
de lijst met knopen nodeSet

output een lijst newNodes, met nodes van niveau depth
newNodes ← [ ]
for ucs ∈ ucss

if (aantal propositieletters geldig in ucs) ≤ depth
continue

for prop ⊆ (propositieletters geldig in ucs) and 0 ∈ prop
newNodes ← newNodes + [node(prop, ucs)]
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if node(prop, [ ]) /∈ nodeSet
newNodes ← newNodes + [node(prop, [ ])]

return newNodes

7.2 Segmentatie

Omdat bij de implementatie van de opbouw van het model de knopen reeds per niveau
zijn opgebouwd en opgeslagen, is de basis segmentatie naar A, B, C en D snel gedaan. De
rest is simpelweg precies het toepassen van de regels uit hoofdstuk 5.

7.3 Berekening

De berekening van het aantal opwaarts gesloten deelverzamelingen valt met het volgende
algoritme samen te vatten:

algoritme calculation(M)
input het model M, bestaande uit A,Bpq,Bpr, Cpqr, Cpq, Cpr,Dpqr,

Dpq,Dpr en Dp.
output integer x, het aantal opwaarts gesloten deelverzamelingen
x ← 0
for W ⊆ A

y ← [[ ]]
for X ⊆ (Bpq ∪Bpr)−W↓

z ← 0
for Y ⊆ (Cpqr ∪ Cpq ∪ Cpr)−W↓ −X↓

z ← z + 2#(Dp−W↓−X↓−Y ↓)

y ← y + [[X ∩Bpq,X ∩Bpr, 2#(Dpq−W↓−X↓), 2#(Dpr−W↓−X↓), z]]
temp1 ← 0
for p ∈ y

temp2 ← 0
for q ∈ y

if p[0] = q[0] // dit zijn dus de X ∩Bpq = Xpq waarden van y
temp3 ← 0
for r ∈ y

if p[1] = r[1] and q[1] = convert(r[0]) // convert(Xpq) = Xpr′

temp3 ← temp3 + r[4]
temp2 ← temp2 + q[3] · q[4] · temp3

temp1 ← temp1 + p[2] · p[3] · p[4] · temp2
x ← x + temp1 · 2#(Dpqr−W↓)

return x
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8 Resultaten

Na voorgaande berekening te hebben uitgevoerd met het programma zoals bijgevoegd in
appendix A, kwam er als resultaat uit:
#[p, q, r,¬,∧,→] =

23853510904804923908536464133391337470256152997109016279606124707500

32688502816063337432610285140582707408595855785185731697222870634351

54816477455100673005344615205148074997868754881393923444865679964852

45232543943372913882209160983919138675980738063895459476089036081557

68791241781137739941904366215669247582299927405773012313171434650148

85728610629366990425960927253785728684912727120126756875551999208899

37803673124068400811155686757146749638659745341966397343525240369343

04177304456570282321152101220432826978038593549587195612983181187893

45879838234751135199907500279761720979890850319554898038571288126387

89025679933332870594905076897115219091126975780798055001237127554396

20520944274159250068847435305296595661994571943613671505170184414276

36735090517116806133764983542543661798774036708731768419238640888313

49074573862390086523146350166015737176712305161901811444146115001322

49202791000647249183864045852362977616094414762999993096165017734442

67851622745237550629008736460451314686250737873370044479270305241560

59024181381821779631041877411331313443793531657329975493044087486558

34773276609326044553742231174617317797099352819020183117687000447391

98030163122624078574584184638839147481326768177057472745421514398242

03308859517469910490858730437804621971785778601804184276982651560872

13037938160821245717713814825854769844969889632041191888696274980087

46051248577769359343606951739527723134540782809898078793323490387596

53837578436144265401046170222543436682016112844965439494799065532425

81974948264204834880349374605878708075038955203469883280538026890583

78517830839398571718840621183909014410826752614933525047420939070983

04835458638410994314017753050581581202543786977979384559899009623073

29635934966082733645869281440647431698737494310390629154854362968976

52965753764719044224517143990072975037663714964421877031340844819255

40030231140403567182306662271616684332089066751295339296672239443402

4845812798019917566

Dit is bij benadering gelijk aan: 2, 39 · 101922
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Door geen knopen te genereren die zowel de hoofdknoop als andere knopen als ouder
hebben en van alle gegenereerde knopen de hoofdknop als ouder te verwijderen, kon het
programma tevens #[p, q, r,¬¬,∧,→] berekenen.
#[p, q, r,¬¬,∧,→] =

30097557298197417800049182668952226601954645169633891463401118199224

02073807474746756105951194665808442748715436525928125032313001066082

92805390952007587261858616215495542492800580716896607115313080511181

04892903074977189215066270930256529399581800100719005161576006627688

38653028789599614013746825697554736080152928468583563643186035081702

83027874368632884256490032615570210431282647506425597257267430501745

75380272657463299111349875580028747831822848121347242697696508259580

97848002406573726598866595141199106054443169699587353976630212850010

8748332955770215308562489871925468409756307283994672197212236964

Dit is bij benadering gelijk aan: 3, 01 · 10607

Door het gehele fragment te construeren, maar vervolgens slechts te beperken tot twee
niveaus, viel ook #[p, q,¬,∧,→] te berekenen. Het programma gaf hier als resultaat: 2134
De opwaarts gesloten deelverzamelingen die anders gebruikt worden om de niveaus op te
bouwen, kunnen nu rechtstreeks uitgebreid worden om het gehele fragment te bevatten.

Een variatie hierop kan gebruikt worden om #[p, q,¬¬,∧,→] te berekenen.
Het programma gaf hier het resultaat: 676
Construeer het gehele fragment, zonder knopen met zowel de hoofdknoop als andere knopen
en verwijder de hoofdknoop als ouder in de gegenereerde knopen. Tot slot moeten de
opwaarts gesloten deelverzamelingen van de knopen opnieuw worden opgebouwd voor het
eindresultaat.

Met een kleine aanpassing op het uiteindelijke programma is tevens #[p, q, r,∧,→]
berekend met als resultaat: 623662965552330

Hiervoor hoeft namelijk enkel de neerwaartse afsluiting van de hoofdknoop te worden
weggelaten voor de berekening.

9 Conclusie

Omdat het programma voor kleinere fragmenten die eerder reeds zijn berekend het juiste
getal oplevert en omdat het uiteindelijke getal precies overeenkomt met het getal zoals
G. R. Renardel de Lavalette deze eerder heeft berekend met het programma gegeven in
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appendix B, is het resultaat voor #[p, q, r,¬,∧,→] naar alle waarschijnlijkheid correct.
Hetzelfde valt ook te zeggen voor het resultaat van #[p, q, r,¬¬,∧,→].

10 Proces

Tot slot een korte samenvatting van het proces dat de auteur gevolgd heeft om tot dit
eindresultaat te komen. Hierbij valt te zeggen dat dit aanzienlijk meer tijd gekost heeft
dan de lengte van het programma of scriptie wellicht zou impliceren!

De eerste stap was om bekend te worden met het onderwerp. Aangezien de auteur
volledig onbekend met de intuïtionistische logica viel er veel te leren. De focus was al snel
op de modellen zelf, alsmede hoe deze in een programma te vertalen. Hierbij is begonnen
met het model van het fragment [p, q,¬,∧,→]: dit volgt dezelfde regels als [p, q, r,¬,∧,→],
maar is met de hand te berekenen. Pogingen om dit met de hand te berekenen waren een
uitstekende methode om opwaarts gesloten deelverzamelingen goed te begrijpen. Tevens
werden de eerste stappen in het programma gezet. Het duurde echter een tijd alvorens een
adequate manier om knopen op te slaan gevonden was, maar functies als genSubsets en de
meeste functies uit ListSet.py waren reeds geschreven.

Het grootste probleem bleken de knopen te zijn met meerdere ouders. Bij handmatige
berekeningen werd er wel eens een knoop vergeten en zonder een systematische wijze om
te bepalen of meerdere knopen gezamenlijk een kind op een lager niveau hebben zou
het programma nooit fragmenten groter dan [p, q,¬,∧,→] kunnen berekenen. Gebruik
makend van de samenhang tussen opwaarts gesloten deelverzamelingen en antiketens, kon
uiteindelijk een accuraat model gebouwd worden. Nadat ook de propositieletters die in elk
van de knopen van deze opwaarts gesloten deelverzamelingen gelden werden opgeslagen,
was het ook makkelijk en snel te doen.

Echter, het programma berekende nog altijd individueel elke opwaarts gesloten deelverzameling
en sloeg deze op. Hierdoor bleek het onmogelijk om grotere fragmenten te berekenen zoals
de beoogde [p, q, r,¬,∧,→] en [p, q, r,¬¬,∧,→]. Daarom werd de focus verplaatst naar
het berekenen van het aantal opwaarts gesloten deelverzamelingen aan de hand van de
structuur, zonder deze elk afzonderlijk op te bouwen. Hiervoor bleek diepere kennis van
opwaarts gesloten deelverzamelingen nodig te zijn. Het kostte de auteur enige tijd om een
en ander volledig te begrijpen.

Maar ook met deze aanpak bleek het volledig berekenen van de opwaarts gesloten
deelverzamelingen van de bovenste drie niveaus te veel gevraagd. Zonder dit was het
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vierde niveau niet op te bouwen. Om hier een oplossing te vinden werd gebruik gemaakt van
symmetrie. Door slechts een derde deel van het fragment te construeren was het programma
hier al snel mee klaar, de naïve aanpak om drie keer over dit gehele derde deel te itereren
kostte de computer echter nog te veel tijd. Toen uiteindelijk de tussenberekeningen over
het segment B werden opgeslagen in plaats van veelvuldig herhaald, was de eindoplossing
voor het programma al snel in zicht. Het uiteindelijke programma kan het antwoord in
minuten berekenen, waar vorige versies na vele uren weinig tekenen van vooruitgang lieten
zien.

Op verzoek van de begeleider werd tevens een manier gezocht om #[p, q, r,¬¬,∧,→] te
berekenen. Dit bleek relatief eenvoudig door een paar statements toe te voegen die groepen
knopen weg�lterden.

Tot slot volgde het schrijven van de scriptie zelf. Omdat de auteur echter voornamelijk
op plaatjes van modellen was ge�xeerd, was de notatie achter de theorie vergelijkbaar met
een buitenaards manuscript. Na genoeg tijd en uitleg werd het echter redelijk duidelijk en
is deze scriptie uiteindelijk tot stand gekomen.
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A Appendix: broncode

Auteur: Stefan Post

A.1 ListSet.py

1 de f union ( l1 , l 2 ) :
2 " Set union over l i s t s "
3 re turn l 1 + [ e f o r e in l 2 i f e not in l 1 ]
4
5
6 de f subt rac t ( l1 , l 2 ) :
7 " Set sub t ra c t i on over l i s t s "
8 re turn [ e f o r e in l 1 i f e not in l 2 ]
9
10
11 de f i n t e r s e c t ( l1 , l 2 ) :
12 "Set i n t e r s e c t i o n over l i s t s "
13 return [ e f o r e in l 1 i f e in l 2 ]
14
15
16 de f subset ( l1 , l 2 ) :
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17 "Returns t rue i f and only i f every member o f l 1 i s in l2 , \
18 po s s i b l y in a d i f f e r e n t order . "
19 f o r e in l 1 :
20 i f e not in l 2 :
21 re turn Fal se
22 return True
23
24
25 de f equa l s ( l1 , l 2 ) :
26 "Returns t rue i f and only i f every member o f l 1 i s in l 2 and v i c e versa , \
27 po s s i b l y in a d i f f e r e n t order . "
28 i f l en ( l 1 ) == len ( l 2 ) :
29 re turn subset ( l1 , l 2 )
30 return Fal se
31
32
33 de f copy ( l ) :
34 "Generates a copy o f the g iven l i s t , that can f r e e l y be manipulated\
35 without a f f e c t i n g the o r i g i n a l . "
36 return [ e f o r e in l ]
37
38
39 de f oneL i s t ( l 1 ) :
40 "Turns a l i s t o f l i s t s i n to one long l i s t , \
41 concatenat ing the inner l i s t s . "
42 l 2 = [ ]
43 f o r l in l 1 :
44 l 2 += l
45 return l 2

A.2 Node.py

1 import L i s tS e t as l s
2
3
4 c l a s s Node :
5 "Representat ion o f a s i n g l e node . "
6 nodeNumber = 0
7
8 de f __init__( s e l f , props2 , parents2 ) :
9 Node . nodeNumber += 1
10 s e l f . number = Node . nodeNumber
11 s e l f . props = props2 # imp l i c i t depth = len ( props )
12 s e l f . parents = parents2
13
14 de f printNode ( s e l f ) :
15 p r i n t "Node #{} r e s i d e s at depth {} with props {} and parents : \
16 {}" . format ( s e l f . number , l en ( s e l f . props ) , s e l f . props , s e l f . parents )
17
18
19 de f genSubsets ( depth , propos ) :
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20 "Recur s ive ly gene ra t e s a l i s t o f subse t s from propos with l ength depth . "
21 props = l s . copy ( propos )
22 i f depth == 0 :
23 re turn [ [ ] ]
24 subse t s = [ ]
25 f o r p in propos :
26 i f depth == 1 :
27 subs = [ [ p ] ]
28 e l s e :
29 props . remove (p)
30 subs = genSubsets ( depth − 1 , props )
31 f o r s in subs :
32 s . append (p)
33 subse t s += subs
34 return subse t s
35
36
37 de f f indNode ( nodes , props , parents ) :
38 """Returns t rue i f and only i f the node de f ined by props and parents ,
39 a l r eady e x i s t s in nodes ."""
40 f o r node in nodes :
41 i f ( l s . equa l s ( node . props , props )
42 and l s . equa l s ( node . parents , parents ) ) :
43 re turn True
44 return Fal se
45
46
47 de f genNodes ( nodes , ucss , depth ) :
48 """Generates a l l the nodes at the g iven depth us ing
49 the g iven upward c l o s ed subse t s ucss ."""
50 f o r ucs in ucss :
51 i f ( l en ( ucs [ 0 ] ) <= depth ) :
52 cont inue
53 subse t s = genSubsets ( depth , ucs [ 0 ] )
54 f o r s in subse t s :
55 i f s == [ ] or 0 in s : # ensure s only nodes with prop 0 are added
56 node = Node ( s , ucs [ 1 : ] )
57 nodes . append ( node )
58 i f not findNode ( nodes , s , [ ] ) : # no dup l i c a t e s a l lowed
59 node = Node ( s , [ ] )
60 nodes . append ( node )
61
62
63 de f toNumber ( nodes ) :
64 "Returns the numbers o f a l i s t o f nodes . "
65 tmp = [ ]
66 f o r n in nodes :
67 tmp . append (n . number )
68 return tmp

A.3 LogComp.py
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1 import L i s tS e t as l s
2 import Node as node
3
4
5 de f nodeParents ( nodeSet , nodepars ) :
6 "Using nodeSet , r e tu rn s the t r a n s i t i v e c l o s u r e o f nodepars . "
7 pars = nodepars
8 f o r p in nodepars :
9 pars = l s . union ( pars , nodeParents ( nodeSet , ( nodeSet [ p − 1 ] ) . parents ) )
10 return pars
11
12
13 de f genUCSs ( newsets , n , ucss , nodeSet ) :
14 """Using nodeSet , extends the upward c l o s ed subse t s in ucss with node n ,
15 and s t o r e s the new subse t s in newsets ."""
16 i f (n . parents == [ ] ) : # case o f ucss [ 0 ] , the empty s e t
17 newsets . append ( [ n . props ] + [ n . number ] )
18 f o r ucs in ucss [ 1 : ] :
19 pars = ucs [ 1 : ]
20 f o r u in ucs [ 1 : ] :
21 pars = l s . union ( pars , nodeParents ( nodeSet , \
22 ( nodeSet [ u − 1 ] ) . parents ) )
23 i f l s . equa l s (n . parents , l s . i n t e r s e c t (n . parents , pars ) ) :
24 newsets . append ( [ l s . i n t e r s e c t (n . props , ucs [ 0 ] ) ] +
25 l s . subt rac t ( ucs [ 1 : ] , n . parents ) + [ n . number ] )
26
27
28 de f toNode ( nodeSet , numbers ) :
29 "Using nodeSet , turns numbers in to a l i s t o f nodes "
30 tmp = [ ]
31 f o r i in numbers :
32 tmp . append ( nodeSet [ i − 1 ] ) # index ing s t a r t s at 0 , node numbering at 1
33 return tmp
34
35
36 de f genSubsets ( s e t s 2 ) :
37 "Recur s ive ly gene ra t e s a l i s t o f subse t s o f s e t s 2 . "
38 i f s e t s 2 == [ ] :
39 re turn [ [ ] ]
40 s e t s = l s . copy ( s e t s 2 )
41 subse t s = [ [ ] ]
42 f o r p in s e t s 2 :
43 s e t s . remove (p)
44 subs = genSubsets ( s e t s )
45 f o r s in subs :
46 s . append (p)
47 subse t s += subs
48 return subse t s
49
50
51 de f downwardClosure ( c l o s , nodeSet ) :
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52 """Returns a new node l i s t newnodeSet ,
53 where the nodes with the numbers o f the l i s t c l o su r e ,
54 have been removed from nodeSet ."""
55 newnodeSet = [ ]
56 tmp = l s . subt rac t ( nodeSet , c l o s )
57 f o r node in tmp :
58 i n c l o s = False
59 f o r parent in node . parents :
60 i f parent in c l o s :
61 i n c l o s = True
62 break
63 i f not i n c l o s :
64 newnodeSet . append ( node )
65 return newnodeSet
66
67
68 de f extendClosure ( c l o s , nodeSet ) :
69 """Given a l i s t o f l i s t s c l o s , take the downward c l o s u r e o f each l i s t
70 on nodeSet . Subsets o f the remaining nodes are used to extend c l o s .
71 This func t i on r e tu rn s the extens i on only ."""
72 tmpclos = [ ]
73 f o r c l o s u r e in c l o s :
74 temp = downwardClosure ( c l o su re , nodeSet )
75 c l o s u r e += node . toNumber ( l s . subt rac t ( nodeSet , temp ) )
76 tmp = genSubsets ( temp)
77 f o r t in tmp :
78 i f not t == [ ] :
79 tmpclos . append ( c l o s u r e + node . toNumber ( t ) )
80 return tmpclos
81
82
83 de f convert (nums , Bpq , Bpr ) :
84 """Using the symmetry from the model , convert nums
85 from Bpq in to Bpr or v i c e versa ."""
86 pq = node . toNumber (Bpq)
87 pr = node . toNumber (Bpr )
88 newnums = [ ]
89 f o r num in nums :
90 tmp = [ ]
91 f o r i in range ( l en (pq ) ) :
92 i f num == pq [ i ] :
93 tmp = pr [ i ]
94 i f tmp == [ ] :
95 newnums . append (num)
96 e l s e :
97 newnums . append (tmp)
98 return newnums
99
100
101 # model bui ldup
102 depth = 3 # number o f p r op o s i t i o n a l v a r i a b l e s
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103 ucss = [ [ [ ] ] ] # upward c l o s ed subse t s
104 tmp = [ node . Node ( range ( depth ) , [ ] ) ]
105 nodeSet = [ tmp ]
106 whi l e depth >= 1 :
107 f o r t in tmp :
108 s e t s = [ ]
109 genUCSs ( s e t s , t , ucss , l s . oneL i s t ( nodeSet ) )
110 f o r s in s e t s :
111 ucss . append ( s )
112 depth −= 1
113 tmp = [ ]
114 node . genNodes (tmp , ucss , depth )
115 nodeSet . append (tmp)
116
117 # model segmentat ion
118 c l o s = [ [ ] ]
119 x = 0
120 A = nodeSet [ 0 ]
121 B = nodeSet [ 1 ]
122 Bpq = [ ]
123 Bpr = [ ]
124 C = nodeSet [ 2 ]
125 D = nodeSet [−1] # l a s t element has index −1
126 Dpq = [ ]
127 Dpr = [ ]
128 Dpqr = [ ]
129 f o r n in D:
130 i f l s . subset (n . parents , node . toNumber (A) ) :
131 Dpqr . append (n)
132 D = l s . subt rac t (D, Dpqr )
133 f o r n in B:
134 i f 1 in n . props :
135 Bpq . append (n)
136 e l s e :
137 Bpr . append (n)
138 f o r n in D:
139 i f l s . subset (n . parents , node . toNumber (Bpq + A) ) :
140 Dpq . append (n)
141 D = l s . subt rac t (D, Dpq)
142 f o r n in D:
143 i f l s . subset (n . parents , node . toNumber (Bpr + A) ) :
144 Dpr . append (n)
145 D = l s . subt rac t (D, Dpr) # D == Dp
146
147 # model c a l c u l a t i o n s
148 x = 0
149 c l o s += extendClosure ( c l o s , A)
150 f o r c l o s u r e in c l o s :
151 y = [ ]
152 c l o s a = [ c l o s u r e ] + extendClosure ( [ c l o s u r e ] , B)
153 f o r c l o su r e a in c l o s a :
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154 z = 0
155 f o r c l o su r eb in ( [ c l o su r e a ] + extendClosure ( [ c l o su r e a ] , C) ) :
156 z += 2 ∗∗ l en ( downwardClosure ( c lo sureb , D) )
157 y . append ( [ l s . i n t e r s e c t ( c l o surea , node . toNumber (A + Bpq) ) , \
158 l s . i n t e r s e c t ( c l o surea , node . toNumber (A + Bpr ) ) , \
159 2 ∗∗ l en ( downwardClosure ( c l o surea , Dpq) ) ,
160 2 ∗∗ l en ( downwardClosure ( c l o surea , Dpr ) ) ,
161 z ] )
162 t1 = 0
163 f o r p in y :
164 t2 = 0
165 f o r q in y :
166 i f l s . equa l s (p [ 0 ] , q [ 0 ] ) :
167 t3 = 0
168 f o r r in y :
169 i f l s . equa l s (p [ 1 ] , r [ 1 ] ) and\
170 l s . equa l s ( convert ( q [ 1 ] , Bpr , Bpq) , r [ 0 ] ) :
171 t3 += r [ 4 ]
172 t2 += q [ 3 ] ∗ q [ 4 ] ∗ t3
173 t1 += p [ 2 ] ∗ p [ 3 ] ∗ p [ 4 ] ∗ t2
174 x += 2 ∗∗ l en ( downwardClosure ( c l o su re , Dpqr ) ) ∗ t1
175 p r i n t x
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B Appendix: mathematica code

Auteur: G.R. Renardel de Lavalette

===============================
Computation o f #[p , q , r ,− ,&,−>]:

in [n_, x_] := Floor [Mod[ x , 2^n ]/2^(n − 1 ) ]

card [x_] := in [ 1 , x ] + in [ 2 , x ] + in [ 3 , x ] + in [ 4 , x ]

i n c l [ x_, y_] := in [ 1 , x ] <= in [ 1 , y ] && in [ 2 , x ] <= in [ 2 , y ] && in [ 3 , x ]
<= in [ 3 , y ] && in [ 4 , x ] <= in [ 4 , y ]

d i f [ x_, y_] := Sum[ I f [ in [ n , x ] > in [ n , y ] , 2^(n − 1) , 0 ] , {n , 1 , 4} ]

ad [ 0 ] = 0
ad [ 1 ] = 7

bd [ 0 ] = 0
bd [ 1 ] = 3
bd [ 2 ] = 14
bd [ 3 ] = 15

a [A_] := 2^(1 − A)

b [A_, B1_] := Sum[2^ card [ d i f [ 3 − A − AA, B1 ] ] , {AA, 0 , 1 − A} ] − a [A]

c [A_, B1_, B2_, D1_, D2_, E1_] := Sum[ d [A + AA, B1 , D1]∗d [A + AA, B2 ,
D2]∗ e [A + AA, E1 ] , {AA, 0 , 1 − A} ] − b [A, B1 ] − b [A, B2 ] − a [A]

d [A_, B1_, D1_] := Sum[ I f [ i n c l [BB, d i f [ 3 − A, B1 ] ] , 2^card [ d i f [ d i f [ 15 −
bd [B1 + BB] , ad [A] ] , D1 ] ] , 0 ] , {BB, 0 , 3} ]

e [A_, E1_] := 2^card [ d i f [ 3 − A, E1 ] ]

s [A_, B1_, B2_] := Sum[ I f [ i n c l [D1 , d i f [ 15 − ad [A] , bd [B1 ] ] ] && i n c l [D2 ,
d i f [ 15 − ad [A] , bd [B2 ] ] ] && i n c l [ E1 , 3 − A] , 2^c [A, B1 , B2 , D1 , D2 , E1 ] ,
0 ] , {D1 , 0 , 15} , {D2 , 0 , 15} , {E1 , 0 , 3} ]

N3 = Sum[2^a [A]∗Sum[ I f [ i n c l [ B1 , 3 − A] && i n c l [ B2 , 3 − A] && i n c l [ B3 , 3
− A] , 2^b [A, B1]∗2^b [A, B2]∗2^b [A, B3 ]∗ s [A, B1 , B2 ]∗ s [A, B2 , B3 ]∗ s [A,
B3 , B1 ] , 0 ] , {B1 , 0 , 3} , {B2 , 0 , 3} , {B3 , 0 , 3 } ] , {A, 0 , 1} ]

23853510904804923908536464133391337470256152997109016279606124707500
32688502816063337432610285140582707408595855785185731697222870634351
54816477455100673005344615205148074997868754881393923444865679964852
45232543943372913882209160983919138675980738063895459476089036081557
68791241781137739941904366215669247582299927405773012313171434650148
85728610629366990425960927253785728684912727120126756875551999208899
37803673124068400811155686757146749638659745341966397343525240369343
04177304456570282321152101220432826978038593549587195612983181187893
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45879838234751135199907500279761720979890850319554898038571288126387
89025679933332870594905076897115219091126975780798055001237127554396
20520944274159250068847435305296595661994571943613671505170184414276
36735090517116806133764983542543661798774036708731768419238640888313
49074573862390086523146350166015737176712305161901811444146115001322
49202791000647249183864045852362977616094414762999993096165017734442
67851622745237550629008736460451314686250737873370044479270305241560
59024181381821779631041877411331313443793531657329975493044087486558
34773276609326044553742231174617317797099352819020183117687000447391
98030163122624078574584184638839147481326768177057472745421514398242
03308859517469910490858730437804621971785778601804184276982651560872
13037938160821245717713814825854769844969889632041191888696274980087
46051248577769359343606951739527723134540782809898078793323490387596
53837578436144265401046170222543436682016112844965439494799065532425
81974948264204834880349374605878708075038955203469883280538026890583
78517830839398571718840621183909014410826752614933525047420939070983
04835458638410994314017753050581581202543786977979384559899009623073
29635934966082733645869281440647431698737494310390629154854362968976
52965753764719044224517143990072975037663714964421877031340844819255
40030231140403567182306662271616684332089066751295339296672239443402
4845812798019917566

===============================

Computation o f #[p , q , r ,−− ,&,−>]:

in [n_, x_] := Floor [Mod[ x , 2^n ]/2^(n − 1 ) ]

card [x_] := in [ 1 , x ] + in [ 2 , x ] + in [ 3 , x ]

i n c l [ x_, y_] := in [ 1 , x ] <= in [ 1 , y ] && in [ 2 , x ] <= in [ 2 , y ] && in [ 3 , x ]
<= in [ 3 , y ]

d i f [ x_, y_] := Sum[ I f [ in [ n , x ] > in [ n , y ] , 2^(n − 1) , 0 ] , {n , 1 , 3} ]

bd [ 0 ] = 0
bd [ 1 ] = 3
bd [ 2 ] = 6
bd [ 3 ] = 7

b [B1_] := 2^card [ d i f [ 3 , B1 ] ] − 1

c [B1_, B2_, D1_, D2_, E1_] := d [B1 , D1]∗d [B2 , D2]∗ e [ E1 ] − b [B1 ] − b [B2 ] − 1

d [B1_, D1_] := Sum[ I f [ i n c l [BB, d i f [ 3 , B1 ] ] , 2^card [ d i f [ 7 − bd [B1 + BB] ,
D1 ] ] , 0 ] , {BB, 0 , 3} ]

e [E1_] := 2^card [ d i f [ 3 , E1 ] ]

s [B1_, B2_] := Sum[ I f [ i n c l [D1 , d i f [ 7 , bd [B1 ] ] ] && i n c l [D2 , d i f [ 7 ,
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bd [B2 ] ] ] , 2^c [B1 , B2 , D1 , D2 , E1 ] , 0 ] , {D1 , 0 , 7} , {D2 , 0 , 7} , {E1 , 0 , 3} ]

Nd3 = 2^2∗ Sum[2^(b [B1 ] + b [B2 ] + b [B3 ] ) ∗ s [ B1 , B2 ]∗ s [ B2 , B3 ]∗ s [ B3 , B1 ] ,
{B1 , 0 ,3} , {B2 , 0 , 3} , {B3 , 0 , 3} ]

30097557298197417800049182668952226601954645169633891463401118199224
02073807474746756105951194665808442748715436525928125032313001066082
92805390952007587261858616215495542492800580716896607115313080511181
04892903074977189215066270930256529399581800100719005161576006627688
38653028789599614013746825697554736080152928468583563643186035081702
83027874368632884256490032615570210431282647506425597257267430501745
75380272657463299111349875580028747831822848121347242697696508259580
97848002406573726598866595141199106054443169699587353976630212850010
8748332955770215308562489871925468409756307283994672197212236964
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