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Samenvatting

Het spelletje Flip it! wordt gespeeld met een aantal muntjes (veld). Elk muntje is aan een
zijde zwart en een zijde wit. Door een muntje aan te wijzen draait het om (verandert van
kleur) even als zijn buren. De bedoeling van het spel is om het hele veld van zwart naar wit
om te flippen.
Om het spel wiskundig te kunnen beschrijven, vatten we het veld op als een graaf. Voor
elk muntje tekenen we een knoop en er loopt een verbinding tussen twee knopen als twee
corresponderende muntjes buren van elkaar zijn. Bij deze graaf hoort een incidentiematrix G
die het spel beschrijft. Omdat het twee maal omdraaien van een muntje hetzelfde is als het
niet omdraaien (1 + 1 = 0) rekenen we modulo 2. Verder definieren we een vector p die het
aanwijzen representeert. Zo is het spel gevat in het oplossen van de vergelijking Gp = 1.
Deze scriptie gaat over de oplosbaarheid van deze vergelijking. Is er altijd een oplossing?
Als we een oplossing gevonden hebben, is deze dan uniek? En hoe kunnen we numeriek
oplossingen vinden? Naast bestaande technieken wordt er ook een aantal nieuwe technieken
besproken om deze vragen te beantwoorden.
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Hoofdstuk 1

Inleiding

Het spelletje, dat op vele mobiele telefoons staat, Flip it! lijkt een heel simpel spelletje,
maar heeft verrassende mogelijkheden qua spelverloop. Het speelveld bestaat uit een aantal
muntjes die elk aan één zijde zwart en één zijde wit is. Wanneer je een muntje aanwijst,
draait het om, samen met de buren. In de onderstaande afbeelding is een mogelijk speelveld
weergegeven.

Figuur 1.1: Speelveld waarbij twee muntjes zijn aangewezen.

De bedoeling is om op deze manier het hele speelveld van zwart naar wit te spelen. Deze
scriptie gaat over de oplosbaarheid van dit spelletje, wanneer is deze oplossing uniek, wanneer
niet en hoe vind ik (snel) een oplossing.

1.1 Spelregels

Voor we kunnen praten over de oplosbaarheid van het spelletje, moeten we eerst duidelijk
de spelregels afspreken. Een veld is een verzameling genummerde muntjes waarbij tussen de
muntjes al dan niet een verbinding loopt. Onderling verschillende muntjes met een verbinding
heten buren. Wanneer we een muntje aanwijzen verandert deze van kleur, evenals de buren
van het aangewezen muntje. Het doel van het spel is om een aantal muntjes aan te wijzen
met als resultaat dat alle muntjes in het veld een oneven aantal keer van kleur is veranderd.
Muntjes mogen dus meerdere keren van kleur veranderen.

1.2 Wiskunde

Een veld kunnen we opvatten als een (ongerichte) graaf. Daarbij zijn de muntjes de knopen
en de verbindingen de lijnen. Zo kunnen we bij elk veld direct een matrix opstellen die
de informatie bevat van het speelveld. Deze matrix wordt de spelmatrix G genoemd met
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2 HOOFDSTUK 1. INLEIDING

elementen gi,j . Wanneer dit veld uit n muntjes bestaat is dit een n × n-matrix. Deze matrix
wordt als volgt opgebouwd.

Als bij het aanwijzen van het i-de muntje het j-de muntje omdraait geldt gi,j = 1 en
gi,j = 0 als bij het aanwijzen van het i-de muntje het j-de muntje niet omdraait. Op deze
manier kunnen we de matrix G voor alle gevallen beschrijven.

De muntjes die we aanwijzen representeren we met een vector p waarvoor geldt dat op
de i-de plek een 0 staat als het i-de muntje niet wordt aangewezen en een 1 als het i-de
muntje wel wordt aangewezen. Wanneer het doel van het spel is bereikt, spreken we van een
oplossing. Deze wordt gegeven door de oplossing p van de vergelijking

Gp = 1. (1.1)

Hier is 1 de n-vector is met uitsluitend enen. Verder willen we toevoegen dat een muntje
tweemaal omdraaien equivalent is met een muntje niet omdraaien, daarom is het voldoende
om de spelmatrix te beschouwen als een afbeelding G : Fn

2 → Fn
2 . De matrix G is een sym-

metrische vierkante matrix omdat het begrip ’buren’ een symmetrische relatie is. Bovendien
heeft G de eigenschap diag(G) = 1, omdat het aanwijzen van een muntje het omdraaien van
zichzelf tot gevolg heeft.

Bekijk nu een spel dat bestaat uit m muntjes op een rij. We noemen dit het het m bij 1
spel. In figuur 1.2 staat een voorbeeld voor m = 5.

(a) Muntje in het midden (b) Muntje op de rand

Figuur 1.2: Het 5 bij 1 spel. Wanneer het zwarte muntje is aangewezen, draaien de gearceerde
muntjes mee.

Wanneer we de muntjes van links naar rechts nummeren beginnend bij 1, volgt meteen uit
de spelregels voor 1 < i < m geldt dat gi,i−1 = gi,i = gi,i+1 = 1. Alleen de muntjes op de rand
(i = 1 en i = m) vormen een uitzondering, hiervoor geldt: g1,1 = g1,2 = gm,m−1 = gm,m = 1.
Bij een speelveld van m bij 1 muntjes hoort dus de m × m-spelmatrix

Gm,1 =



1 1 0 . . . 0

1
. . . . . . . . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . . . . . . . 1

0 . . . 0 1 1


. (1.2)

Zo kunnen we ook een spelmatrix opstellen voor een m bij n spel. Wanneer we de muntjes
lezen van links naar rechts en van boven naar beneden dan krijgen we het volgende resultaat.
Wanneer we nu een muntje i aanwijzen, niet op de rand, gaan niet alleen muntjes i − 1 en
i + 1 mee, maar ook muntje i − m en i + m. Bekijk daartoe ook figuur 1.3.

Om een spelmatrix op te stellen bij dit speelveld, definiëren we de simpele matrix Sm :=
Gm,1, Im de m × m-identiteitsmatrix en Om de m × m-nulmatrix. Hiermee construeren we
de spelmatrix bij een speelveld van n bij m muntjes.
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(a) Muntje in het midden (b) Muntje op de rand (c) Muntje op een hoek-
punt

Figuur 1.3: Het 5 bij 3 spel. Het zwarte muntje is aangewezen, de gearceerde muntjes draaien
mee.

Gm,n =



Sm Im Om . . . Om

Im
. . . . . . . . .

...

Om
. . . . . . . . . Om

...
. . . . . . . . . Im

Om . . . Om Im Sm


(1.3)

Het is een nm × nm-matrix met coëfficienten in F2.

Deze scriptie is als volgt opgebouwd. In hoofdstuk 2 wordt op twee verschillende manieren
de volgende stelling bewezen.

Stelling 1. Elk Flip it!-veld heeft een oplossing.

In hoofdstuk 3 bekijken we op basis van twee nieuwe methoden welk spel een unieke
oplossing heeft en welke niet. In hoofdstuk 4 bekijken we drie verschillende methoden om
een oplossing (snel) uit te rekenen. Vanaf paragraaf 3.2 bekijken we uitsluitend rechthoekige
velden.
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Hoofdstuk 2

Oplosbaarheid

De vraag of elk veld oplosbaar is (stelling 1), is equivalent met de vraag of de vergelijking
Gp = 1 een oplossing p heeft voor elke G die hoort bij een Flip it! -veld. Bekijk daartoe de
volgende stelling.

Stelling 2. Zij A een symmetrische matrix uit Fn×n
2 met 1-en op de diagonaal, dan bestaat

er een oplossing voor de vergelijking Ax = 1.

Bewijs. [1] We bewijzen dit door eerst te laten zien dat Ax = 1 ⇔ 〈x,Ay〉 = 〈y,Ay〉 ∀y ∈ Fn
2 .

Vervolgens construeren we een nieuwe vergelijking Bx = c en gebruiken dat Bx = c een
oplossing heeft d.e.s.d.a. Rang(B|c) = Rang(B).

Laat 〈·, ·〉 het ’standaard’ inproduct zijn, behalve de eigenschap 〈x, x〉 > 0 voor x 6= 0.
Hiervoor in de plaats komt de eigenschap ∀y ∈ Fn

2 〈y, x〉 = 0 ⇔ x = 0 zodanig dat 〈x, y〉 6= 0.
Nu geldt het volgende lemma.

Lemma 1. ∃x ∈ Fn
2 : Ax = 1 ⇔ ∃x ∈ Fn

2 : ∀y ∈ Fn
2 〈x − y, Ay〉 = 0

Bewijs. We bewijzen dit lemma m.b.v. de volgende uitdrukkingen.

〈Ax, y〉 = 〈x,Ay〉 (2.1)
〈x,1〉 = 〈x, x〉 = 〈x,Ax〉 (2.2)

∀y ∈ Fn
2 〈x, y〉 = 〈y, y〉 ⇔ x = 1 (2.3)

Vergelijking 2.1 volgt direct uit de symmetrie van A. De afbeeldingen x 7→ 〈x,1〉, x 7→ 〈x, x〉
en x 7→ 〈x,Ax〉 zijn over F2 lineair, daarom is het voldoende om vergelijking 2.2 aan te tonen
voor de standaard basisvectoren e1, . . . , en: 〈ei,1〉 = 〈ei, ei〉 = 〈ei, Aei〉 = 1. Hier hebben we
gebruik gemaakt van het feit dat diag(A) = 1.

Vergelijking 2.3 van rechts naar links is hetzelfde als vergelijking 2.2. Voor de implicatie
van links naar rechts moeten we meer werk verrichten. Omdat voor alle y geldt 〈x, y〉 = 〈y, y〉,
geldt het ook voor y = ei voor alle i. Dus 〈x, ei〉 = 〈ei, ei〉 = 1 en dus xi = 1 voor alle i,
waaruit volgt dat x = 1.

Wanneer we in vergelijking 2.3 i.p.v. x, Ax invullen, en gebruik maken van vergelijkingen
2.1 en 2.2, dan krijgen we dat geldt:

Ax = 1 ⇔ ∀y ∈ Fn
2 〈Ax, y〉 = 〈y, y〉 ⇔ ∀y ∈ Fn

2 〈x, Ay〉 = 〈y, Ay〉 (2.4)

5



6 HOOFDSTUK 2. OPLOSBAARHEID

Dit bewijst het lemma.

Als A inverteerbaar is dan is de oplossing gegeven door x = A−11. Is A niet inverteer-
baar, dan is de nulruimte van A groter dan alleen de nul-vector. Er bestaan dus vectoren
vm+1, . . . , vn die een basis vormen voor deze nulruimte. Vul deze vectoren aan met v1, . . . , vm

z.d.d. β = {v1, . . . , vn} een basis is voor Fn
2 . Omdat ook y 7→ 〈x − y, Ay〉 lineair is gaan we

op zoek naar één x die de eigenschap heeft voor alle basisvectoren vi ∈ β

〈x,Avi〉 = 〈vi, Avi〉 . (2.5)

Schrijven we Avi = ( bi,1 . . . bi,n )t en vullen we dat in, dan krijgen we het stelsel

b1,1x1 + . . . + b1,nxn = 〈v1, Av1〉 ,
...

...
bm,1x1 + . . . + bm,nxn = 〈vm, Avm〉 ,

(2.6)

wat te schrijven is als Bx = c. Hier is B een m× n-matrix met m < n. We laten zien dat de
rang van B gelijk is aan m. Dit komt erop neer dat alle m rijen (Avi’s) van B onafhankelijk
zijn.

Stel dat de rijen van B niet lineair onafhankelijk zouden zijn, dan zijn er λi’s (niet allemaal
nul) waarvoor geldt

∑m
i=1 λiAvi = A

∑m
i=1 λivi = 0. M.a.w.

∑m
i=1 λivi ∈ Ker(A). Maar juist

de vectoren vm+1 . . . vn zijn de basisvectoren van de kern van A, dus bestaat de relatie

m∑
i=1

λivi =
n∑

i=m+1

µivi (2.7)

voor zekere µi’s. De vi ∈ β zijn basisvectoren voor Fn
2 en dus onafhankelijk. Dit betekent dat

de λi’s en µi’s nul moeten zijn, dus de vectoren Avi zijn onafhankelijk en dus is Rang(B) = m.
Merk op dat de oplossing voor Bx = c dezelfde oplossing x is als voor Ax = 1.

Een stelling uit de lineaire algebra ([3, Pg. 174 Theorem 3.11]) zegt dat Bx = c heeft een
oplossing d.e.s.d. Rang(B|c) = Rang(B). Zoals gezegd, de rang van B is gelijk aan het aantal
rijen m. Omdat (B|c) alleen een extra kolom toevoegt kan de rang van (B|c) niet groter
worden dan m en dus is deze rang ook m. Dit betekent dat Bx = c een oplossing heeft, en
dus ook Ax = 1. Dit bewijst de stelling.

We kunnen de stelling ook herformuleren en op een andere manier deze bewijzen. Zij A
een symmetrische matrix uit Fn×n

2 met diag(A) = 1 dan 1 ∈ beeld(A).

Alternatief bewijs. We bewijzen dit met behulp van het volgende lemma.

Lemma 2. V, W ⊆ Fn
2 , dan

V ⊂ W ⇔ W⊥ ⊂ V ⊥ (2.8)

Bewijs. [⇒] Stel x ∈ W⊥, dan geldt 〈x,w〉 = 0 voor alle w ∈ W . Maar omdat V ⊂ W , geldt
〈x, v〉 = 0 ook voor alle v ∈ V en dus geldt W⊥ ⊂ V ⊥.
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[⇐] Omdat W⊥ ⊂ V ⊥ en vanwege [⇒], kunnen we stellen dat V ⊥⊥ ⊂ W⊥⊥. Nu hoeven
we alleen nog aan te tonen dat V ⊥⊥ = V . Eerst bewijzen we dat V ⊆ V ⊥⊥ en vervolgens laten
we zien dat dimentie van V gelijk is aan de dimentie van V ⊥⊥. Hieruit volgt dat ze gelijk zijn.

Neem ṽ ∈ V ⊥ willekeurig. Voor alle v ∈ V geldt 〈v, ṽ〉 = 0, dus v ∈ V ⊥⊥ en dus V ⊆ V ⊥⊥.

Neem een basis β = {f1, ..., fk} en een afbeelding Φ : Fn
2 → Fk

2 x 7→ (〈x, f1〉 , ..., 〈x, fk〉) Nu
geldt ker(Φ) = V ⊥. Volgens de dimentiestelling geldt nu dim(ker(Φ)) + dim(beeld(Φ)) = n.
Hieruit volgt

dim(V ) + dim(V ⊥) = n (2.9)

We kunnen deze vergelijking ook invullen voor V ⊥. Dit samen geeft ons dat de dimentie van
V en van V ⊥⊥ aan elkaar gelijk zijn. Dit bewijst het lemma.

Nu kunnen we concuderen dat de stelling overeen komt met beeld(A)⊥ ⊆ span(1)⊥. Als
y ∈ beeld(A)⊥, dan moeten we bewijzen dat 〈y,1〉 = 0.

Voor een willekeurige z ∈ Fn
2 geldt dat 〈y,Az〉 = 0. Dus ook 〈y, Ay〉 = 0. Volgens verge-

lijking 2.2 is dat gelijk aan 〈y,1〉 = 0. Hiermee is de stelling bewezen. �
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Hoofdstuk 3

Uniciteit van de oplossing

Om te bepalen of een spel een unieke oplossing heeft, kijken we naar de determinant van de
spelmatrix. Immers, we weten al dat er een oplossing bestaat, dus geldt er dat de oplossing
uniek is d.e.s.d.a. de determinant van de spelmatrix is ongelijk aan nul. Er zijn verschillende
methoden om deze determinant te bepalen. Hier worden twee nieuwe methoden uitgewerkt.
Vegen in een graaf en Ontwikkelen met behulp van Recursie.

3.1 Vegen in een graaf

Vegen in een graaf is equivalent met het uitvoeren van gauss-eliminaties op de bijbehorende
G, maar dan zodanig dat er alleen geveegd wordt met een diagonaal element ongelijk nul.
Er wordt geveegd met de rij waar dat element in zit en de kolom waar dat element in zit.
Op deze manier blijft de matrix symmetrisch en hoort daar bij de matrix G opgevat als
incidentiematrix weer een (ongerichte) graaf.

Met deze methode ontstaan er twee type knopen. Knopen waar een verbinding loopt
naar zichzelf (deze tekenen we niet, maar dit geven we aan met een ©) en knopen waar geen
verbinding loopt naar zichzelf (dit geven we aan met een

⊗
). Dit komt neer op resp. een 1

of een 0 op de diagonaal. We kunnen dus uitsluitend met ©-knopen vegen.
Het vegen met een 1 op de diagonaal corresponderend met een knoop k betekent dan

precies:

1. Alle buren van k veranderen van type;

2. Elk tweetal nog niet direct verbonden buren van k krijgt een directe verbinding;

3. Elk tweetal buren van k dat al een directe verbinding had verliest zijn directe verbinding;

4. Alle verbindingen met k verdwijnen.

Wanneer we dit algoritme uitvoeren zijn er drie mogelijkheden. De eerste is dat alle
knopen ©-knopen en onsamenhangend zijn. Dit betekent dat we de matrix geveegd hebben
tot een eenheid in Fn×n

2 en dus dat de determinant gelijk is aan 1. Dit veld heeft dus een
unieke oplossing.

Voorbeeld 1. Wanneer je een graaf veegt bij het 3 × 3-spel door achtereenvolgens met de
muntjes 1, 3, 2, 4, 8, 5, en 7 te vegen ontstaat een veld met slechts losse muntjes zonder
kruisjes. Dit betekent dat het spel uniek oplosbaar is. Dat ziet er dan zo uit.

9



10 HOOFDSTUK 3. UNICITEIT VAN DE OPLOSSING

(a) Beginveld (b) Muntje 1 (c) Muntje 3 (d) Muntje 2

(e) Muntje 4 (f) Muntje 8 (g) Muntje 5 (h) Muntje 7

Figuur 3.1: Het vegen van een 3 × 3-graaf.

De tweede mogelijkheid is dat er minimaal één onsamenhangende
⊗

-knoop is. Dit bete-
kent dat we de matrix geveegd hebben zodanig dat er er een kolom en een rij uitsluitend 0-en
bevat en dus dat de determinant gelijk is aan 0. Dit veld heeft dus meerdere oplossingen.

Voorbeeld 2. Wanneer je een graaf veegt bij het 3 × 2-spel door achtereenvolgens met de
muntjes 1, 5, 2 en 4 te vegen ontstaat een veld met ’losse kruisjes’. Dit betekent dat er
meerdere oplossingen van het spel zijn. Dat ziet er dan zo uit.

(a) Beginveld (b) Muntje 1 (c) Muntje 5 (d) Muntje 2 (e) Muntje 4

Figuur 3.2: Het vegen van een 3 × 2-graaf.

De derde mogelijkheid is dat er een veld ontstaat waar alle ©-knopen onsamenhangend
zijn en er geen

⊗
-knopen onsamenhangend zijn. In dit geval is het algoritme onsuccesvol

gebleken. Er kan geen uitspraak gedaan worden over de determinant. We hebben de matrix
G dan geveegd tot een identiteitsmatrix, maar met verwisselde kolommen (dus det(G) = 1)
of naar een matrix met minimaal twee identieke kolommen (dus det(G) = 0). Wel kan een
andere volgorde van vegen resulteren in mogelijkheid 1 of 2. Echter, het is niet gelukt om
hiervan een voorbeeld te vinden. D.w.z. dat het misschien mogelijk is dat (het zij door een
andere volgorde van vegen) het algoritme altijd succesvol is.

Wanneer we grote velden op deze manier vegen, kunnen we het veld vegen naar een
deelveld. D.w.z. naar een veld met een kleinere afmeting. Op deze manier ontstaat een
recursie. Bekijk daartoe de onderstaande tabel.
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Van Naar
n × 1 naar (n − 3) × 1
n × 2 naar (n − 4) × 2
n × 3 naar (n − 6) × 3
n × 4 naar (n − 5) × 4

...
...

Tabel 3.1: Inducties voor rechthoekige speelvelden

De uniciteit van het speelveld in de linker kolom is gelijk aan de uniciteit van het speelveld
in de rechter kolom. Wanneer we dus bij een een aantal speelvelden de uniciteit met de hand
uitrekenen, kunnen we ze allemaal bepalen.

Een meer algebräısche methode om de determinant te berekenen is de volgende.

3.2 Ontwikkelen m.b.v. Recursie

Vanaf deze paragraf beschouwen we uitsluitend rechthoekige velden. De spelmatrix, zoals
gedefinieerd in vergelijking 1.3, is een nm×nm-matrix behorende bij een n×m-veld met ele-
menten in F2, maar we kunnen hem ook beschouwen als een een n×n-matrix met coëfficiënten
in Fm×m

2 . Laten we iets beter kijken naar het begrip determinant.

De determinant van een matrix over een commutatieve ring R, is de unieke afbeelding
det : A ∈ Mn×n(R) → R die wordt vastgelegd door de volgende eigenschappen:

1. De afbeelding det is een multilineaire functie van de kolommen;

2. De afbeelding is 0 ∈ R als twee kolommen gelijk zijn;

3. det(I) = 1 ∈ R.

Wanneer we dus de determinant willen uitrekenen van een n×n-matrix met coëfficienten
die zelf m×m-matrices zijn, krijgen we - wanneer de coëfficiënten in een commutatieve deelring
van Mm×m(R) zitten - een m × m-matrix als determinant. Wanneer we de determinant van
deze matrix uitrekenen, is dat hetzelfde getal als wanneer de determinant van de nm × nm-
matrix hadden uitgerekend. Bekijk daartoe de volgende stelling.

Stelling 3. Gegeven een matrix A ∈ Fnm×nm
2

A =

 A11 . . . A1m
...

...
Am1 . . . Amm

 (3.1)

met Aij ∈ Fn×n
2 en ∀i, j, k, l, Aij · Akl = Akl · Aij, dan is bestaan er drie afbeeldingen die

voldoen aan de eigenschappen van de determinant

1. det1 : Fnm×nm
2 → F2;
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2. det2 : Fnm×nm
2 → Fn×n

2 ;

3. det3 : Fn×n
2 → F2.

Nu geldt dat
det
1

(A) = det
3

(det
2

(A)) (3.2)

We geven geen bewijs voor de stelling, alleen een voorbeeld. Voor het bewijs van deze
stelling verwijzen we naar [2].

Voorbeeld 3. Gegeven de matrix (horende bij het 2 bij 2 veld)

A =


1 1 1 0
1 1 0 1
1 0 1 1
0 1 1 1

 (3.3)

dan is de determinant van A gelijk aan

det(
(

1 1
1 1

)(
1 1
1 1

)
−

(
1 0
0 1

)(
1 0
0 1

)
) = 1

Met dit gegeven kunnen we kijken naar de volgende matrix.

An =



λ 1 0 . . . 0

1
. . . . . . . . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . . . . . . . 1

0 . . . 0 1 λ


n×n

(3.4)

Deze matrix heeft coëfficienten in de polynoomring F2[λ]. De determinant van deze matrix
kunnen we eenvoudig uitrekenen door te ontwikkelen naar de eerste rij. We krijgen dan de
volgende uitdrukking.

det(An) = λ det(An−1) −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 0 . . . 0

0 λ 1
. . .

...

0 1
. . . . . . 0

...
. . . . . . . . . 1

0 . . . 0 1 λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n−1×n−1

,

wat ons brengt op de recurrente betrekking voor de determinant van An, waarbij dn(λ) :=
det(An)

dn(λ) = λdn−1(λ) − dn−2(λ) (3.5)

Voorbeeld 4. Beschouw het m bij 1 veld, dan geldt det(Gm×1) = det(Sm) = dn(1) =
dn−1(1) − dn−2(1). Het is eenvoudig om in te zien dat d1(1) = 1 en d2(1) = 0, dus hieruit
volgt dat

det(Gm×1) =
{

0 als m = 2(mod 3)
1 anders

. (3.6)
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Om ook de determinant van een een m bij n veld te kunnen uitrekenen construeren we
een afbeelding die de polynoomring evalueert in Sm:

ΦSm : a0 + a1λ + ... + akλ
k 7→ a0Im + a1Sm + ... + akS

k
m. (3.7)

Het beeld van ΦSm is een commutatieve deelring van Mm×m(F2). Wanneer we deze An

opvatten als een matrix met coëfficienten in Fm×m
2 , is An gelijk aan Gm×n. Met andere

woorden An heeft coëfficienten in ΦSm(F2[λ]).
Om de determinant van het m bij n veld uit te kunnen rekenen, maken we gebruik van

de afbeelding ΦSm . Het toepassen van stelling 3 komt neer op

det(Gm×n) = det(ΦSm(det(An))). (3.8)

We mogen stelling 3 toepassen omdat de matrices Im, Om en Sm onderling commutatief
zijn. Op deze manier kan de determinant uitgerekend worden. Bekijk daartoe tabel 3.2.

n det(An)
1 λ
2 λ2 − 1
3 λ3

4 λ4 − λ2 − 1
5 λ5 − λ
6 λ6 − λ4 − 1
7 λ7

...
...

Tabel 3.2: Resultaten vergelijking 3.5

Voorbeeld 5. Beschouw het m bij 2 veld, dan geldt det(Gm×2) = det(S2
m − Im). Omdat

S2
m − Im = (Sm − Im)(Sm + Im) en we omdat we rekenen over F2 geldt dat det(S2

m − Im) =
det(Sm− Im)2 = det(Sm− Im) = dm(0). We kunnen nu vergelijking 3.5 gebruiken met λ = 0,
omdat we op de diagonaal er overal 1 aftrekken. Hieruit volgt, omdat d1(0) = 0 en d2(0) = 1,
dat

det(Gm×2) =
{

0 als m = 1(mod 2)
1 anders

. (3.9)

Het 3×m-spel gaat op precies dezelfde manier als het 1×m-spel, omdat de determinant
van S3

m gelijk is aan de determinant van Sm. Het m bij 4 veld is iets lastiger. Bekijk daartoe
het volgende voorbeeld.

Voorbeeld 6. Beschouw het m bij 4 veld, dan geldt det(Gm×4) = det(S4
m − S2

m − Im) =
det(S2

m − Sm − Im) = det(Sm − zIm) det(Sm − zIm) = dm(z)dm(z) waarbij z en z moeten
voldoen aan z + z = 1 en zz = 1. Deze zitten overduidelijk niet in F2, dus gaan we opzoek
naar de z en z per m. Omdat we overal resp. z en z van de diagonaal aftrekken, kunnen we
weer gebruik maken van vergelijking 3.5 met λ is resp. 1− z = z en 1− z = z. Bekijk daartoe
de onderstaande tabel. Merk op dat de berekening voor z en z identiek zijn.

We zien dat het patroon zich herhaalt na 5 stappen. We kunnen dus concluderen dat:

det(Gm×4) =
{

0 als m = 4(mod 5)
1 anders

. (3.10)
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m dm(z) dm(z) det(Gm×4)
1 z z zz = 1
2 z2 − 1 = z z zz = 1
3 z3 = z z zz = 1
4 z4 − z2 − 1 = (z2 + z + 1)2 = 0 0 0 · 0 = 0
5 z5 − z = z(z2 + 1)2 = z z zz = 1
6 z6 − z4 − 1 = z z zz = 1
...

...
...

...

Tabel 3.3: Uitwerking bepalen van detGm×4

Het 5×m-spel gebruiken we de gegevens uit van het 1×m-spel en het 2×m-spel. Bekijk
daartoe het volgende voorbeeld.

Voorbeeld 7. Beschouw het m bij 5 veld, dan geldt det(Gm×5) = det(S5
m−Sm) = det(Sm) det(Sm−

I) = dm(1)dm(0). Deze beide determinanten zijn bekend (Zie vgl 3.6 en 3.9), dus de deter-
minant van Gm×5 is 0 als m is een 3-voud en/of oneven. Hieruit volgt.

det(Gm×5) =
{

1 als n = 0(mod 6) of n = 4(mod 6)
0 anders

. (3.11)

Dit proces kunnen we voor alle n uitvoeren. M.a.w. we kunnen op deze manier de
determinant van alle spelmatrices uitrekenen. In tabel 3.4 staan de resultaten.

n uniek als m is
1 geen 3-voud - 1
2 2-voud
3 geen 3-voud - 1
4 geen 5-voud - 1
5 6-voud of 6-voud - 2
6 geen 8-voud
7 geen 3-voud - 1
...

...

Tabel 3.4: Uniciteit van de oplossing van de m × n-velden

Het valt op dat het 2k − 1 × m-spel uniek is d.e.s.d.a. het 1 × m-spel uniek is. Bekijk
daartoe de volgende stelling.

Stelling 4. λd2k(λ) = λ2k
voor k ∈ {1, 2, 3, . . .}. Met dn(λ) zoals in vergelijking 3.5.

Bewijs. Laat x1, x2 nulpunten zijn van de polynoom x2 + λx + 1 = 0, dan is dn = αxn
1 + βxn

2

voor zekere α, β. We weten dat d1 = λ en d2 = λ2 + 1, hieruit volgt het stelsel

λ = αx1 + βx2 (3.12)
λ2 + 1 = αx2

1 + βx2
2, (3.13)

met als oplossing (
α
β

)
=

1
λ

(
x2

2 x2

x2
1 x1

)(
λ

λ2 + 1

)
. (3.14)



3.2. ONTWIKKELEN M.B.V. RECURSIE 15

Hieruit volgt de expliciete uitdrukking

dn(λ) = (x2
2 + x2

λ2 + 1
λ

)xn
1 + (x2

1 + x1
λ2 + 1

λ
)xn

2 (3.15)

= (λx2 + 1 + x2
λ2 + 1

λ
)xn

1 + (λx1 + 1 + x1
λ2 + 1

λ
)xn

2 (3.16)

= (1 +
x2

λ
)xn

1 + (1 +
x1

λ
)xn

2 (3.17)

= (x1 +
1
λ

)xn−1
1 + (x2 +

1
λ

)xn−1
2 , (3.18)

waarbij gebruik is gemaakt van x1x2 = 1 en x1 + x2 = λ. Vul nu in deze vergelijking in
n = 2k − 1 en maak gebruik van λxi + 1 = x2

i , i ∈ {1, 2}. Dit bewijst de stelling.



16 HOOFDSTUK 3. UNICITEIT VAN DE OPLOSSING



Hoofdstuk 4

Numerieke methoden

Met behulp van numerieke methoden willen we oplossingen voor Flip it! -velden vinden. We
beschouwen hier alleen de rechthoekige velden.

4.1 Gauss-eliminatie

Met behulp van Gauss eliminaties willen we de vergelijking Ax = b oplossen. Deze eliminaties
zijn elementaire kolom (of rij) bewerkingen. Neem een matrix A ∈ Mm×n(R) met R een ring.

1. Verwisselen van twee kolommen (of rijen);

2. Een kolom (of rij) vermenigvuldigen met een element uit de ring ongelijk aan nul;

3. Het optellen van twee kolommen (of rijen).

We kunnen deze bewerkingen ook schrijven als een matrixproduct met een elementaire
matrix. Deze drie bewerkingen komen overeen met de elementaire bewerking op Im (in het
geval van het linker inproduct) of op In (in het geval van het rechter inproduct).

In het geval van ons spel, is de ring F2, dus komt operatie 2 overeen met het vermenig-
vuldigen met 1. Deze bewerking vervalt dus.

Wanneer we deze bewerkingen loslaten bij de vergelijkig Ax = b op de matrix (A|b) met
als resultaat (Ã|b̃) dan heeft Ax = b dezelfde oplossing x als Ãx = b̃. Hier maken we gebruik
van voor ons algoritme.

Het algoritme werkt als volgt. Eerst voegen we de vierkante matrix A en de vector b
samen tot een nieuwe matrix (A|b) = M (0). Vervolgens kijken we naar een 1 op de diagonaal.
Staat deze 1 op de plek aii dan tellen we de rij ai op bij alle rijen j waar aij = 1 (vegen).
Ditzelfde doen we, maar dan voor de kolommen. Deze matrix noemen we M (1). Daarna her-
haalt het algorimte zich tot er geen 1 meer op de diagonaal staat waar nog niet mee geveegd
is. Uiteindelijk hebben we een matrix M (m) die we uit elkaar trekken door het te splitsen in
een vierkante matrix Ã en een vector b̃. Een oplossing x wordt dan gegeven door x = Ãb̃,
omdat Ã bestaat uit standaard basisvectoren en nul-vectoren.

Bekijk ook de programmacode in de bijlage A.2.1.
Dit is niet een hele snelle methode, omdat je voor een matrix A ∈ Mn×n(F2) je n2 stappen

moet maken. Dit loopt nogal snel op.

17
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4.2 Lanczos-methode

Met behulp van het Lanczos-algoritme willen we de vergelijking Ax = 1 oplossen. Dit
algoritme maakt gebruik van de bijbehorende Krylov-ruimte. Deze wordt gegeven door
K = span(1, A1, A21, . . .). Laat m de dimentie van deze ruimte zijn, dan is er een orthogonale
basis β = {v1, . . . , vm} voor K. Wanneer geldt dat 〈vi, Avi〉 6= 0 voor alle 1 ≤ i ≤ m, dan is
elk element x ∈ K te schrijven als: x =

∑m
i=1

〈x,Avi〉
〈vi,Avi〉vi. Omdat in het geval van ons spelletje

alle vectoren uit Fn
2 komen, kunnen we dit herschrijven. Merk op dat de vectoren vi dus een

oneven aantal enen moet bevatten! (Vergelijk met vergelijking 2.2. )

x =
m∑

i=1

〈x,Avi〉
〈vi,1〉

vi =
m∑

i=1

〈x,Avi〉 vi. (4.1)

We proberen nu zo’n basis te construeren. Het Lanczos-algoritme doet dit op de volgende
manier.

vi+1 = Avi −
i∑

j=1

〈Avi, Avj〉
〈vj ,1〉

vj . (4.2)

Het algoritme werkt nu als vogt.

v0 = 1 (4.3)
v1 = A1 − 1 (4.4)

vi+1 = Avi − vi − 〈vi, Avi−1〉 vi−1 (4.5)

Stop zodra 〈vi,1〉 = 0. De oplossing wordt dan gegeven, mits de laatste vi = 0, door

x =
m−1∑
i=0

〈1, vi〉 vi. (4.6)

Bekijk ook de programmacode in de bijlage A.2.2.

De lanczos methode is een behoorlijk snelle methode. Voor een matrix A ∈ Mn×n(F2)
moet je n stappen maken om de oplossing te berekenen. Echter, deze methode werkt niet
altijd. Zo moet het spelletje bij voorbaat al een oneven lengte en breedte hebben. Daarnaast
mag onderweg een basis-vector vi geen even aantal enen hebben.

4.3 Directe iteratie

Een nieuwe methode, is de methode van directe iteratie (DI). Deze methode gaat uit van de
zeer speciale vorm van de matrix A voor het oplossen van de vergelijking Ax = b. Neem aan
dat A een matrix is opgebouwd uit deelmatrices met op de diagonaal de n × n-matrices Di

en vlak onder en boven deze diagonaal resp. de n × n-matrices Li en Ui. Neem aan dat de
matrices Ui, i ∈ {1, . . . ,m − 1} inverteerbaar zijn.
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A =



D1 U1 0 . . . 0

L1
. . . . . . . . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . . . . . . . Um−1

0 . . . 0 Lm−1 Dm


. (4.7)

Wanneer we de vectoren x en b opdelen in m deelvectoren xi en bi, i ∈ {1, 2, . . . m} van
elk n lang, dan kunnen we, gegeven x1 en alle bi’s direct alle x’en uitrekenen met het volgende
algoritme.

x2 = U−1
1 (b1 − D1x1) (4.8)

x3 = U−1
2 (b2 − D2x2 − L1x1) (4.9)

... (4.10)
xm = U−1

m−1(bm−1 − Dm−1xm−1 − Lm−2xm−2) (4.11)

Voeg deze xi’s samen tot een vector x, en het is de exacte oplossing van Ax = b d.e.s.d.a.:

Lm−1xm−1 + Dmxm = bm (4.12)

Het bewijs van deze bewering volgt direct uit het uitwerken van het matrixproduct Ax.

In het geval van een rechthoekig spelletje, zijn de matrices Li en Ui identiteitsmatrices,
en dus inverteerbaar. De Di’s zijn de simpele spelmatrices. De bi’s zijn allemaal 1.

Voorbeeld 8. Beschouw het 3 bij 4 spel. Dit betekent dat Di = S3 voor i ∈ {1, 2, 3, 4}. Kies

x1 =

 a
b
c

. Uit het algoritme volt dan:

x2 = 13 +

 1 1 0
1 1 1
0 1 1

  a
b
c

 =

 1 + a + b
1 + a + b + c

1 + b + c

 (4.13)

x3 = 13 +

 1 1 0
1 1 1
0 1 1

  1 + a + b
1 + a + b + c

1 + b + c

 +

 a
b
c

 =

 1 + a + c
0

1 + a + c

 (4.14)

x4 = 13 +

 1 1 0
1 1 1
0 1 1

  1 + a + c
0

1 + a + c

 +

 1 + a + b
1 + a + b + c

1 + b + c

 =

 1 + b + c
a + b + c
1 + a + b

(4.15)

Om a, b, c uit te rekenen moeten we de vergelijking 4.12 gebruiken van het algoritme.
Hieruit volgt.  1 + a + c

0
1 + a + c

 +

 1 1 0
1 1 1
0 1 1

 1 + b + c
a + b + c
1 + a + b

 = 13 (4.16)
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Dit betekent dat a = 1, b = 1, c = 1 en geeft als oplossing

x =


x1

x2

x3

x4

 =
(

1 1 1 1 0 1 1 0 1 1 1 1
)T

Voor reële matrices is dit algoritme niet numeriek te implementeren, immers je rekent
achteraf de beginvoorwaarde uit. Met een symbolisch rekenpakket, zoals Mathematica R©, kan
dit wel. Wanneer men toch numeriek dit algoritme wil gebruiken, moet men zich beperken tot
een lichaam met eindig veel elementen. Zo kunnen alle beginvoorwaarden geprobeerd worden
tot het een oplossing geeft. M.a.w. tot de controlestap 4.12 klopt.

Een groot voordeel van deze methode is dat het erg nauwkeurig is en dat de matrix A
niet in z’n geheel opgeslagen hoeft te worden. Dit kan voor problemen zorgen bij zeer grote
matrices. Voor kleinere matrices is dit met de hand eenvoudiger uit te rekenen dan het
gebruikelijke schoonvegen.

4.4 Vegen vs Lanczos vs DI

Om de methoden goed met elkaar te kunnen vergelijken, hebben we alle drie de methoden
laten rekenen aan rechthoekige speelvelden. In de tabel 4.1 staan de rekentijden1.

Afmeting Gauss Lanczos Directe iteratie
3 × 3 9.2e-5 s 2.1e-4 s 2.0e-3 s

15 × 15 1.5e-1 s 1.9e-3 s 1.5e-2 s
31 × 31 1.3e+1 s 3.4e-2 s 1.3e-1 s
3 × 7 3.2e-4 s 3.7e-4 s 3.3e-4 s
3 × 15 1.7e-3 s 7.5e-4 s 1.1e-3 s
3 × 31 1.1e-2 s 2.7e-3 s 1.3e-3 s
3 × 63 7.6e-2 s 1.1e-2 s 1.5e-3 s
3 × 127 6.4e-1 s 4.7e-2 s 2.1e-3 s

Tabel 4.1: Rekentijden bij rechthoekige speelvelden

We hebben ons beperkt tot de ’reële’ speelvelden. Dat wil zeggen dat we alle vierkante
speelvelden tot en met 50 bij 50 geprobeerd hebben. In de tabel staan alleen die velden waar-
bij het Lanczos-algoritme werkt. De overige dus niet. Voor de rechthoekige velden hebben we
van 3 bij 4 tot en met 3 bij 200 gedaan. Ook hier staan alleen de velden waarbij het Lanczos-
algoritme een oplossing geeft. Directe iteratie is gebruikt met behulp van het systematisch
proberen van x1.

We kunnen nu zien dat Gauss al snel langzamer is dan Lanczos en Directe iteratie. Zoals
verwacht is Lanczos veel sneller bij meer vierkante velden en Directe iteratie bij meer langwer-
pige velden. Toch is Directe iteratie een beter alternatief voor ’vierkante’ velden dan Gauss
als Lanczos niet werkt.

1Berekend op een Pentium IV : 1,8 GHz
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Conclusie

Een Flip it! -veld heeft een oplossing als door het aanwijzen van een aantal muntjes alle muntjes
een oneven aantal keer omdraait. Er kan bewezen worden dat elk Flip it! -veld een oplossing
heeft. Het veld mag een willekeurige afmeting hebben en een willekeurig aantal verbindingen,
zolang - en dat volgt direct uit de spelregels - ieder muntje minimaal omdraait wanneer het
zelf aangewezen wordt.

Het spel valt te moduleren met een matrix G die we de spelmatrix noemen. Dit is een
afbeelding die de vector p afbeelt op 1, de vector met uitsluitend enen. De voorgaande alinea
valt dan te vertalen naar het feit dat er voor elke symmetrische matrix G met enen op de
diagonaal een vector p bestaat z.d.d. Gp = 1. Het is voldoende om deze vergelijking te
beschouwen over F2, omdat het twee maal omdraaien overeeen komt met niet omdraaien,
(1 + 1 = 0).

Omdat we nu weten dat elk speelveld een oplossing heeft, kunnen we kijken of deze
oplossing uniek is. Hier kan op verschillende manieren naar gekeken worden. Zo kunnen we
Gauss-eliminaties uitvoeren op de matrix G. Wanneer we dit doen met uitsluitend de enen
op de diagonaal van G, dan kunnen we dit rechtstreeks vanuit de bijbehorende graaf. Dit is
een proces die gebonden is aan precies 4 regels. Zo ontstaan er twee soorten knopen, met een
verbinding naar zichzelf (©), en zonder verbinding naar zichzelf (

⊗
). Dit heeft als resultaat

dat we óf uitsluitend ©-knopen krijgen. Dit komt overeen met het vegen van de matrix G naar
de identiteit. De matrix G heeft dus determinant 1 en dus is de oplossing uniek. Wannneer er
onsamenhangende

⊗
-knopen ontstaan, dan hebben we G naar een matrix geveegd met een rij

en een kolom van nullen. De determinant van G is dus 0 en dus is de oplossing niet uniek. Een
laatste mogelijkheid is dat er uitsluitend samenhangende

⊗
-knopen en onsamenhangende ©-

knopen zijn. Er kan dan geen uitspraak gedaan worden over de determinant van de matrix
G en dus ook niet van de uniciteit van de oplossing.

Ook kan men vegen tot een deel van het veld onsamenhangend is en de rest van de knopen
samenhangend en geen

⊗
-knopen bevat. Dit geeft een recurente betrekking voor de deter-

minant van de matrix.

Een tweede mogelijkheid is om te kijken naar de matrix G als een matrix in Fn×n
2 met

coëfficienten in Fm×m
2 . Dit gaat alleen op voor rechthoekige velden. Wanneer een nieuwe

matrix (An) definiren als een tridiagonaalmatrix met op de diagonaal λ’s en op de boven en

21
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onder diagonalen 1’en, dan ontstaat er een recurrente betrekking

det(An) = λ det(An−1) − det(An−2).

Nu kunnen we voor λ ook de simpele matrix Sm invullen en zo de determinanten van alle
n × m-spellen uitrekenen. In formulevorm ziet dat er als volgt uit.

det(Gm×n) = det(ΦSm(det(An)))

Verder zijn er numerieke methoden om uiteindelijk ook echt een oplossing te vinden.
Zo vergelijken we de gauss-eliminaties met de lanczos-methode en de methode van Directe
Iteratie. Gauss werkt altijd en is makkelijk implementeerbaar, maar is niet snel. Lanczos is
sneller bij met name (bijna) vierkante velden, maar werkt helaas vaker niet dan wel. Directe
iteratie werkt altijd en is zelfs sneller dan Lanczos wanneer het om langwerpige velden gaat.



Bijlage A

Programmacode

Om de numerieke experimenten te doen, gebruiken we MATLAB R© Rb0008 Student Licence.
Dit draait onder Linux (Debian) op een PENTIUM IV 1.8GHz.

A.1 Sub-programma’s

De programma’s maken gebruik van sub-programmaatjes om de matrix A op te bouwen uit
submatrices.

A.1.1 Simpel

function [terug] = simpel(n)
% Maakt de simpele matrix aan (nxn)

if (n<2)
Sn = 1;

else
for j=2:n

Sn = eye(j);
Sn(1,2) = 1;
for i=2:n-1

Sn(i,i-1) = 1;
Sn(i,i+1) = 1;

end
Sn(j,j-1) = 1;

end
end
terug = Sn;
end

A.1.2 Gmatrix

function [G] = Gmatrix(n,m)
% Maakt de spelmatrix bij een nxm speelbord

23
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if (n==1 && m==1)
G = 1;

elseif (m==1)
%Creating Sn
G = simpel(n);

elseif (n==1)
%Creating Sm
G = simpel(m);

else
%Creating Sn
Sn = simpel(n);

%Creating On and In
On = zeros(n);
In = eye(n);

G = zeros(m*n);

for i=1:n:n*m
for j=1:n:n*m

if (i==j)
G(i:i+n-1,j:j+n-1) = Sn;

elseif (i==j-n) || (i==j+n)
G(i:i+n-1,j:j+n-1) = In;

else
G(i:i+n-1,j:j+n-1) = On;

end
end

end

end

A.2 Algoritmes

A.2.1 Veegalgoritme

function []=veeg(n,m)

A = Gmatrix(n,m);
b = ones(n*m,1);

tic
Ab = [A,b];
n = size(A,1);
stap = 0;

%i is de rij waarmee ik veeg
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for i=1:n
%j is de positie van de ’1’ in de rij

for j=1:n+1
stap = stap + 1;
if Ab(i,j) == 1

break
end

end
%k is de rij waarin ik ga vegen

if j~=n+1
for k=1:n

if i ~= k & Ab(k,j) == 1
stap = stap + 1;
Ab(k,:) = mod(Ab(k,:) - Ab(i,:),2);

end
end

elseif Ab(i,n+1) == 1
disp(’The procedure was unsuccessful’)

end
for k=1:n

if k~= j
Ab(k,j);

end
end

end

stap;
%nieuwe Ab uitelkaar trekken:
nA = Ab(:,1:n);
nb = Ab(:,n+1);
x = mod(nA*nb,2);
toc

end

A.2.2 Lanczos-algoritme

function [] = lanczos(n,m)
% lost op: Ax = b modulo 2 op.

A = Gmatrix(n,m);
b = ones(n*m,1);
x0 = zeros(n*m,1);

tic

r = mod(b - A*x0,2);
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a = mod(r’*r,2);
z = mod(A*r,2);
x = mod(x0 + z,2);

for i=1:n*m
r = mod(r - A*z,2);
if (norm(r) == 0)

break;
end

B = mod(r’ * z,2);
z = mod(A*r,2);
a = mod(r’ * r,2);
x = mod(x + a*r,2);

end
toc
end

A.2.3 DI

function [x] = DI(n,m,x1)

Sn = simpel(n);
ln = ones(n,1);
x = zeros(m*n,1);

x(1:n)=x1;
x(n+1:2*n)=ln - Sn*x(1:n);

for i=2:m
xim2 = x((i-2)*n+1:(i-1)*n);
xim1 = x((i-1)*n+1:i*n);
xi = ln - xim2 - Sn*xim1;
x(i*n+1:(i+1)*n) = xi;

end

controle1 = mod(xim1 + Sn*xi,2)

x = mod(x(1:m*n),2);

end
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