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Samenvatting

Over tijdsoptimale besturingsproblemen met strenge beperkingen op de besturing en op de
toestandsruimte is nog weinig geschreven en er zijn daarom ook maar weinig procedures
ontwikkeld om dit probleem op te lossen. D.Q. Mayne en W.R. Schroeder van de
universiteit van Californié hebben in een artikel genaamd: ‘Robust-optimal control of
constrained linear systems’, een methode bedacht om een robuuste niet-lineaire besturing te
ontwerpen voor lineaire systemen in discrete tijd met strenge beperkingen op besturing en
toestandsruimte. Deze methode is gebaseerd op het maken van niveauverzamelingen van de
waardefunctie. Aan de hand van deze niveauverzamelingen kunnen twee soorten
besturingen on-line berekend worden.

In deze scriptie ga ik kijken of een tijdsoptimaal besturingsprobleem van Thales Nederland
BV, een bedrijf dat geadvanceerde apparaten maakt voor defensie, opgelost kan worden via
deze niveauverzamelingenmethode.
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Hoofdstuk 1

Introductie

Het besturingsprobleem van Thales Nederland BV heeft te maken met de besturing van een
volgradar op een marineschip. Thales is een bedrijf dat geadvanceerde apparaten maakt voor
defensie. Het bedrijf is vooral bekend om de radarsystemen op oorlogsschepen. Meestal
wordt door een zogenaamde zoekradar een projectiel opgemerkt en wordt met een volgradar
het projectiel gevolgd. Mijn afstudeeropdracht houdt in dat de volgradar zo snel mogelijk het
projectiel exact volgt. Bovendien wanneer de radar het projectiel eenmaal exact volgt, moet
dat in de toekomst ook zo blijven. Voor de apparatuur van Thales is het van belang dat de
gegevens digitaal worden aangeleverd. Het wiskundige model van het volgprobleem:

zlk + 1) = Azlk] + Bulk]
y = Czlk] (1.1)
z[0] = o

met k € N, ulk], y[k] € R en z[k] € R®

z[k] is de toestand op moment k van het te volgen projectiel op het radarscherm.

u[k] is de besturing op het moment k, die de volgradar krijgt om het van het projectiel te
volgen.

ylk] is de fout op het moment k tussen de toestand op het radarscherm en de te volgen baan
van het projectiel. Wanneer deze fout gelijk is aan nul volgt de radar zijn projectiel exact.
Het doel is dan ook om zo snel mogelijk met de juiste besturing de fout y naar nul te sturen

Figuur 1.1: Marineschip Figuur 1.2: Radar




en de fout ook nul te houden.

U= {uk l 3 z.d.d. Yy; = 0 V] > ‘L}
Vup € U : T(ux) = min{i | y; =0Vj > i} (1.2)
T = minukGUT(uk)

Met de besturing U worden alle rijtjes ux bedoelt die de volgfout naar nul sturen. Het
minimum aantal stappen waarop een willekeurig rijtje ux voor het eerst de volgfout naar nul
stuurt en daarna ook de volgfout nul houdt, noemen we T(ux). Van al die rijtjes ux willen
we weten welk rijtje in de minste stappen de volgfout naar nul stuurt. Deze aantal stappen
noemen we T'.

De radar heeft natuurlijk zijn beperkingen op bijvoorbeeld zijn draaiing, snelheid van bewegen,
etcetera. Dat betekent dat er beperkingen zitten op de besturing van dit systeem.

ulk] € QVE >0

met € C R™ convex en compact.(zie appendix B)
Door de beperkingen op de besturing is de toestandsruimte van het pro jectiel op het radarscherm
ook beperkt.

zlk)]e EVYk >0

met E C R™ convex en gesloten.(zie appendix B)
Aangezien er beperkingen zijn op de toestand van het projectiel op het radarscherm, levert
dit ook beperkingen op aan de baan van het projectiel. Het probleem 1.2 is namelijk niet
oplosbaar als de radar het projectiel niet meer kan volgen. Door de beperkingen op de toestand
op het radarscherm en de toestand van het projectiel zelf, zijn er dus beperkingen op de fout
tussen beide toestanden.

ylk] e Y Vk >0

met Y C R.

Omdat het een probleem uit de praktijk betreft, hebben we ook nog te maken met de nodige
verstoring. Aan welke voorwaarden de verstoring moet voldoen om bovenstaand probleem
(1.2) oplosbaar te maken, wordt later in deze scriptie besproken.

Samenvattend komt het bovenstaande besturingsprobleem neer op een tijdsoptimaal bestur-
ingsprobleem met strenge beperkingen op de besturing en toestandsruimte.

Een optimaliseringsprobleem is als volgt op te lossen: Beschouw het volgende te optimaliseren

systeem:
#(t) = f(z(t), u(t))
1.3
z(to) = Ig ( )
De oplossing van de bovenstaande differentiaalvergelijking op tijdstip ¢ wordt weergegeven
door x(t; tp, zp, u). De tijd t. is de eindtijd.
De bijbehorende kostenfunctie:

te
Jito o) (z0, 1) = g(z(tei to, 20, u)) + [ fola(tito, Zo, u), u(t)) dt
R
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g:R*" > Ren fp: R® x R™ — R.
Wanneer de kostenfunctie geminimaliseerd wordt, is het optimaliseringsprobleem opgelost.
De waarden u(t) van de besturingsfunctie moeten bevat zijn in  C R™.

Definitie 1 (Waardefunctie). De waardefunctie V : R™ x [tg,te] — R is gedefinieerd door

te
V(z,7) = minypealg(z(te; 7 2,0)) + [ folz(t; 7, 2,u), u(t)) di]
T
De waardefunctie is dus de minimale waarde van de kostenfunctie op het interval [r,¢.] met
de beginconditie z € R™.

Bij een tijdsoptimaal besturingsprobleem is het de bedoeling om in een zo kort mogelijke
tijd de toestand van een systeem te sturen van een gegeven begintoestand naar een gegeven
eindtoestand.
Indien er geen beperkingen zouden zijn op de besturing « van het systeem zou de besturing
oneindig veel energie kunnen kosten. Daarom is het alleen handig om een tijdsoptimaal
besturingsprobleem te formuleren met een beperking op de besturing. Met andere woorden
het tijdsoptimaal besturingsprobleem bestaat uit het vinden van de kortste tijd T°P* > 0 en
een mogelijke besturingsfunctie uP!(t) € Q zodanig dat de bijbehorende oplossing z°P(t) € R™
van het systeem voldoet aan z°P'(TPt;0, 2o, u?t) = .. z. € R" is gegeven.
Beschouw het systeem:

z(t) = Az(t) + Bu(t),z € R"

z(0) = z¢
u(t) €QVE>0

z. € R™ is gegeven en (2 is een compacte deelverzameling van R™
De bijbehorende kostenfunctie:

2
J[O,T](-TOau) =i / 1d¢
0

De waarde van de minimalisatie van deze kostenfunctie, de waarde van de waardefunctie, is
de gevraagde kortst mogelijke tijd T°Pt.

Voor het besturingsprobleem van Thales is deze methode niet handig omdat de berekeningen
omslachtig zijn en veel tijd kosten.

Het optimaliseren van een systeem kan ook worden gedaan met behulp van de Hamiltoniaanse
functie. We beschouwen weer het systeem (1.3). De bijbehorende Hamiltoniaanse functie
[ZW98]:

H(p,z,u) = pT f(z,u) + fo(z,u)

met H : R™ x R" x R™ — R en met p de co-toestand(verderop in dit hoofdstuk meer uitleg).
Bij een tijdsoptimaal besturingsprobleem is de Hamiltoniaanse functie gelijk aan

H(p,z,u) = pT(A.’l: + Bu) +1




De Hamiltoniaanse functie wordt geminimaliseerd door een optimale besturing u(t). Dit is
beter bekend als Pontryagin’s maximum principe :

H(pP4(t), 2 (), uP'(t)) = minveaH (p™(t), 2 (¢),v) (1.4)

Aangezien er alleen beperkingen op de besturing zitten kan bovenstaand maximum principe
weergegeven worden door:

p%Pt ()T BuP!(t) = minyeqp®(t)T Bv (1.5)

De co-toestand p voldoet aan de vergelijking:

OH

Aan de hand van het minimaliseren van (1.5) kan de optimale besturing, u%t, uitgedrukt
worden in termen van de co-toestand.

u(t) = —sign(BTpP(t)) (1.7)
Waarbij de signumfunctie als volgt is gedefiniéerd:
1 w>0

sign(w) = ¢ oneindig w =0 (1.8)
-1 w<o0

De vermenigvuldiging BTp°P!(t) in vergelijking (1.7) wordt ook wel de ‘switching’-functie
genoemd. Deze functie schakelt van de ene extreme waarde van de besturing naar de andere.
Dit wordt meestal bang-bang besturing genoemd.

Definitie 2 (Bang-bang besturing). Stel Q een compacte deelverzameling van R™. Dan
geldt er vVt > 0,

S(t) = {z(t;0,zo,u) | u(t) € Q} = {z(t;0, zo,u) | u(t) € 60}
S(t) is de bereikbare verzameling.

Stelling 1. [ZW98] Als u(t) € Q Vt met Q convex en compact en waarvoor geldt dat
z(T;0,z9,u) = T, dan bestaat er een tijdsoptimale besturing uP(t) € Q@ C R™ op het

interval[0,T°P] en er bestaat een ToPt < T, waarin g naar T, wordt gestuurd; z(T°P*; 0, zg, u?t) =

B

De noodzakelijke voorwaarden om een tijdsoptimaal besturingsprobleem op te lossen zijn:[ZW98]
e ) moet een compacte en convexe verzameling zijn
o Y (A, B) moet regelbaar zijn

o Het systeem z(t) = Az(t) moet stabiel zijn
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Doordat het besturingsprobleem van Thales (1.2) strenge beperkingen op de toestandsruimte
heeft, kan het maximumprincipe (1.5) niet vereenvoudigd worden. Daardoor is de meth-
ode met behulp van de Hamiltoniaanse functie voor het besturingsprobleem van Thales te
langzaam.

Er is een procedure die wel rekening houdt met de beperkingen op de besturing en op de
toestandsruimte. Deze methode heet ‘model predictieve besturing’. Deze besturing bestaat
uit een aantal besturingsalgoritmes, waarmee een model van een systeem het toekomstige
gedrag van het proces kan voorspellen en optimaliseren. Op elk interval wordt er een nieuwe
berekening gemaakt om het gedrag in de toekomst te optimaliseren. Dit proces is dus zeer
traag en eigenlijk alleen geschikt voor chemische processen.

Over tijdsoptimale besturingsproblemen met strenge beperkingen op besturing en toestand-
sruimte is voor de rest weinig geschreven. Mayne en Schroeder hebben een methode bedacht
waarbij niveauverzamelingen van de waardefunctie(zie definitie 1) worden berekend. Het doel
van deze scriptie is om de methode van Mayne en Schroeder uit te leggen en te bepalen of
het een geschikte methode is om het besturingsprobleem van Thales aan te pakken.

In hoofdstuk 2 zal worden besproken hoe niveauverzamelingen eruit zien, aan welke eisen
ze moeten voldoen en uiteindelijk hoe ze berekend kunnen worden. In hoofdstuk 3 worden
de transformaties besproken die nodig zijn zodat de methode op het besturingsprobleem van
Thales toepasbaar is. In hoofdstuk 4 wordt uitgelegd welke soorten besturing de niveau-
verzamelingen kunnen gebruiken en in hoofdstuk 5 zal een voorbeeld worden gegeven van een
tijdsoptimaal besturingsprobleem met strenge voorwaarden op besturing en toestandsruimte
via de methode van Mayne en Schroeder.




Hoofdstuk 2

Niveauverzamelingen

Een belangrijk onderdeel in de niveauverzamelingenmethode van Mayne en Schroeder is het
maken van de niveauverzamelingen van de waardefunctie. Een niveauverzameling is een
verzameling toestanden die in dezelfde minimum tijd naar het doel gestuurd kunnen worden,
rekening houdend met de beperkingen op de besturing en toestandsruimte, Zo'n niveauverza-
meling heeft de vorm van een polytoop in de methode van Mayne en Schroeder.

Bij de beperkingen op de toestandsruimte z € E C R" en de beperkingen op de besturing
u € Q@ C R™, hebben E en 2 de vorm van een polyeder.

Figuur 2.1: Een polytoop

2.1 Polytopen en Polyeders
Om later de niveauverzamelingen te kunnen bouwen gaan we eerst wat definities en stellingen
over polyheders en polytopen bespreken.

Definitie 3 (Polyeder). Een polyeder is de oplossingsverzameling in R™ van een eindig
stelsel van lineaire ongelijkheden van de vorm CTz < b, met C een (n X m)-matriz en b een
m-kolomuvector.

Een polyeder heeft hoekpunten, randen en zijden.

Definitie 4 (Hoekpunt). Een hoekpunt is een punt waar drie of meer randen van een
polyeder snijden.

Definitie 5 (Rand). Een lijnsegment waar twee zijdes van een polyeder elkaar snijden, wordt
de rand genoemd.




i

8 HOOFDSTUK 2. NIVEAUVERZAMELINGEN

oekpunt

rand

Figuur 2.2: Een polyeder bestaat uit hoekpunten, randen en zijden

Definitie 6 (Zijde). Een zijde is de doorsnede van een n-dimensionale polytoop met het
tangentiéle hypervlak.(zie appendiz B)

Een polyheder kan worden weergegeven als convex omhulsel(zie appendix B) van zijn hoekpun-
ten of als deelruimte-representatie, zoals in de bovenstaande definitie 3.

Definitie 7 (Polytoop). Een polytoop is een begrensde polyeder.

Stelling 2 (Lemma van Farkas). Stel A is een reéle (m x n)-matriz en b is een reéle
m-vector. Dan heeft of het systeem

Az=b,z>0 (2.1)
een oplossing z € R™ of het systeem
ATy > 0,67 <0 ' 2.2)
een oplossing y € R™, maar de systemen hebben nooit allebei een oplossing.

Beschouw Az < b als een polytoop. Aan de hand van dit lemma is dan te concluderen dat
een punt p € R" of op het convex omhulsel van het polytoop ligt(systeem 2.1) of dat er
een hypervlak(zie appendix B) bestaat zodanig dat aan de ene kant van dit hypervlak het
punt p ligt en aan de andere kant het polytoop(systeem 2.2). Zo’n hypervlak noemen we een

steunvlak.
A

Figuur 2.3: Een steunvlak

Definitie 8 (Steunvlak). Stel Q C R" is een polytoop en stel L is een hyperviak in R™. L
is een steunvlak van Q wanneer L Q raakt, maar niet snijdt.

Een steunvlak is dus gelijk aan de zijde uit definitie (6).

Definitie 9 (Steunfunctie). Stel Q C R" is een polytoop en y € R™. De steunfunctie H is
dan gelijk aan:

H(Q,y) = supzeq{y’z}
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De niveauverzamelingen worden berekend door verschillende bewerkingen met polytopen en
polyeders. Daarom volgt hier een overzicht van de te gebruiken rekenkundige handelingen
met polyeders:

e Optellen van polytopen
In de literatuur[GR67] staan drie methoden om polytopen Q C R™ en R C R™ op te
tellen:

- Q$R={I€Rn|3q€Q,7‘GR:z=q+r}'

Dit wordt ook wel de ‘Minkowski som’ genoemd.
- H(Q + R,z) = H(Q,z) + H(R, z),

met z € R
- Q+R=conv{gi+rjli=1,--,nj=1,---,m},

g; zijn de hoekpunten van het polytoop Q en r; zijn de hoekpunten van het polytoop
R.

De laatste twee methodes zijn gemakkelijk met de computer te programmeren.
De tweede methode werkt met behulp van lineair programmeren(LP):

Definitie 10 (Lineair programmeren(LP)). A,b,s en t zijn gegeven.

f* = mazimaliseer/minimaliseer sT
met betrekking tot Az <b

sTr<t+1

T

Als f* < t, dan is de vergelijking sTx <t overbodig.

Uitleg van het lineair programmeren: Alle steunfuncties van de polytopen Q en
R komen in de ongelijkheid Az < b. De kans is groot dat er overbodige ongelijkheden
in staan. Er kunnen bijvoorbeeld dezelfde ongelijkheden in voorkomen of ongelijkheden
die opgespannen worden door andere ongelijkheden. Deze overbodige ongelijkheden
kunnen worden verwijderd aan de hand van lineair programmeren. Elke ongelijkheid
wordt gemaximaliseerd. De voorwaarden staan in Az < b, dat zijn alle steunfuncties van
de beide polytopen Q en R. Als extra voorwaarde komt de te maximaliseren ongelijkheid
met een verhoging van 1 aan de rechterkant erbij. Deze laatste voorwaarde is nodig zodat
het lineair programmeren eindig is. Wanneer het maximum van deze functie kleiner is
dan t, dan wordt deze blijkbaar gevormd door een andere ongelijkheid en dan is de
gemaximaliseerde ongelijkheid dus overbodig.

De laatste methode wordt gebruikt in MATLAB in de Geometric Bounding Toolbox.

Het commando poladd berekent eerst een verzameling V' C R™ van alle sommen van
alle mogelijke combinaties van hoekpunten. Het convex omhulsel(zie appendix B) van
V geeft dan de uiteindelijke som.

Propositie 1. De som van twee polytopen is een polytoop.

e Verschil tussen polytopen
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Definitie 11 (Pontryagin’s verschil). Gegeven zijn Q C R™ en R C R". Het Pon-
tryagin’s verschil tussen Q@ en R wordt dan gedefinieerd als

QO R={qeR"|q+r€Q,Vr € R}

In het artikel van Mayne en Schroeder wordt dit het ‘Minkowski verschil’ genoemd.

e Doorsnede van twee polyeders
Wanneer de polyhedra @ C R™ en R C R™ weergegeven worden door middel van lineaire
ongelijkheden is de doorsnede van de beide polyeders gelijk aan:Q N R. De overbodige
ongelijkheden kun je verwijderen door de eerder beschreven methode LP(zie 10).

Propositie 2. De doorsnede van een polytoop met een polyeder is een polytoop.

2.2 Invariante verzamelingen

De bereikbaarheid van een doelverzameling met de nodige verstoring is in verscheidene ar-
tikels beschreven. Zoals in [BR71]: ‘On the minimaz reachability of target sets and target
tubes’. In deze scriptie wordt hier verder niet op ingegaan.

Wel gaan we hier verder met de invariante verzamelingen. Deze verzamelingen verschaffen
meer informatie over het berekenen van de niveauverzamelingen. Een deelverzameling van de
toestandsruimte heet invariant indien wanneer een toestand op een bepaald tijdstip behoort
tot deze deelverzameling, die toestand ook tot deze deelverzameling behoort in de toekomst
en behoorde in het verleden.

In deze scriptie willen we dat wanneer een niveauverzameling het doel bevat, het in de
toekomst het doel ook zal bevatten. We zijn dus op zoek naar positief invariante verza-
melingen.

Definitie 12 (Positief invariant). Als een verzameling positief invariant is, heeft het de
eigenschap dat indien de verzameling de toestand van het systeem bevat, deze in de toekomst
ook zal bevatten:

De verzameling X C R™ is positief invariant voor het systeem z[k] = Az[k] + Bulk] als er
geldt:

z[0] € X = z[k] € X Vk >0

Zoals in hoofdstuk 1 reeds is verteld, heeft het systeem te maken met een verstoring. Een
postief invariante verzameling , die rekening houdt met een verstoring noemen we een robuust
positief invariante verzameling.

Aangezien er strenge beperkingen zijn op de toestandsruimte, betekent dat ook de baan van
de toestand de toestandsruimte niet mag verlaten. Dit houdt in dat de niveauverzameling
ook besturingsinvariant moet zijn.

Definitie 13 (Besturingsinvariant). Een verzameling C; C E C R™ met t € N is bestur-
ingsinvariant voor het systeem z[k] = Ax[k] + Bulk], wanneer het bestaat uit een verzameling
begintoestanden die in hoogstens t stappen de oorsprong kan bereiken met een geoorloofde
besturing, u(t) € Q C R™ Vt > 0, via toestanden die ook allemaal bevat zijn in E C R™.

Wanneer bovenstaande definitie ook geldt met een bepaalde verstoring noemt men deze verza-
meling robuust besturingsinvariant.
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Uit definitie (13) volgt dat C; C Ci41.

Definitie 14 (Maximaal besturingsinvariant). [GC87] Wanneer het systeem bestuurbaar
is, Q de volle rang m heeft en E de volle rang n, dan is de mazimaal besturings invariante
verzameling:

Cmaz = limt_.ooCt = U;’ioCt

Wanneer een polytoop of een polyeder een volle rang heeft, betekent dit dat alle ongelijkheden,
waar de polytoop of polyeder uit opgebouwd is, onafhankelijk van elkaar zijn. We nemen het
systeem (1.1) uit hoofdstuk 1 erbij:

z[k + 1) = Az[k] + Bulk]

ylk] = Cz[k]

Een nieuw begrip in de invariante verzamelingentheorie zijn de ‘uitvoer toegankelijke verza-
melingen’. Deze ‘uitvoer toegankelijke verzamelingen’ worden gevormd door de strenge beperkin-
gen op de toestandsruimte z € E C R".

Definitie 15 (Uitvoer toegankelijk). Zij gegeven Y C R™. Een verzameling Z C R™ is
(A,C,Y )-uitvoer toegankelijk indien CA'Z CY ¥Vt =0,1,2,---

Definitie 16 (Maximaal uitvoer toegankelijke verzamelingen).

Ow(A,CY)={z€R":CA'z€Y,t=0,1,2,--- }

2.3 Maken van niveauverzamelingen

Figuur 2.4: Niveauverzamelingen in de toegestane toestandsruimte E

Aan de hand van de in paragraaf 2 verkregen informatie gaan we een algoritme opstellen voor
het maken van een niveauverzameling. Allereerst vereenvoudigen we het besturingsprobleem
tot het volgende: Het wiskundige model van het systeem:

z[k + 1] = Fz[k] + Gulk] (2.3)
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Het doel om te berekenen:
T((ux)) = min{N € N | z[N] = 0}

T = miny, eoT((ux))

De toestand z € R™ van dit systeem moet in zo kort mogelijke tijd T' € N naar de oorsprong
gestuurd worden. Alle toelaatbare besturingen ulk] zijn bevat in 2 C R™ en alle mogelijke
toestanden x[k] zijn bevat in E C R".

In het artikelMS97] wordt een waardefunctie(zie ook definitie 1) gedefinieerd:
VO(x) := min,{k | z*[k;z,0] = 0}

De waarde van V7 is het kleinste aantal stappen waarin het beginpunt x naar de oorsprong kan
worden gestuurd. Aan de hand van de waardefunctie wordt de niveauverzameling gedefinieerd.
X} is de verzameling begintoestanden z die allemaal in hoogstens k stappen naar de oorsprong
gestuurd kunnen worden.

Xi = {z e R"|V%z) < k}

Aangezien de hele verzameling X, bekend moet worden, zijn we eigenlijk bezig met het
berekenen van een maximaal bestuurbare verzameling.(zie definitie 14)
Xo is de deelverzameling van E C R™ van toestanden, die in nul stappen naar de oorsprong
gestuurd kunnen worden.

Xo = {0}

X1 is de deelverzameling van E C R" van toestanden die in één stap naar de oorsprong is te
sturen. Vz € X; Ju € Q zodanig dat:

Fr+ Gu=Xq

FX, +GQ = X,
X, =(F1Xy- F-1GQ)NE

X, is de deelverzameling van E° C R"™ van toestanden die in twee stappen naar de oor-
sprong is te sturen.

FX, + GO = X,

X,=(F'X, - F1GQ)NE

X, =(F?2Xo— F2GQ - FIGQNE

Xy is een deelverzameling van R" van toestanden die in k stappen naar de oorsprong is
te sturen.

FXk + GQ = Xk-—l

Xy =F1X;_, - F~1GQ

Xp=FYF1Xy_, - F1GQ) - F71GN

X, =F*Xg— F*GQ - F-¢-DGga — ... - F-1GQ

Om de niveauverzamelingen X tot en met X te reconstrueren, gaan we een achterwaartse
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procedure opstellen.

We beginnen met Xp gelijk aan het doel te stellen en dat is in systeem (2.3) gelijk aan de
oorsprong. Xy is de verzameling, waar de begintoestand in ligt. Wanneer X berekend is,
hoeft er geen volgende niveauverzameling berekend te worden. Hieronder volgt een algoritme
om de niveauverzamelingen X; t/m Xy te berekenen, zonder rekening te houden met de
verstoring.

Algoritme 1. [Bouw niveauverzamelingen zonder verstoring/
Gegeven:Xg is een polytoop

1. k=0
2. Bereken Xj41 = {F7'X; — F‘IGQ}_ NE
3. Zet k=k+1. Als k=N, stop. Anders, ga naar stap 2.
Bovenstaande algoritme is te gebruiken, wanneer de volgende aannames gelden:
s Al:(F,G) is bestuurbaar(zie appendix B]
¢ A2:G maximale rang m
e A3:Q) is een polytoop in R™, 0 € int(2)
e A4:E is een polyheder in R", 0 € int(E)

De aannames 1 en 2 zijn nodig om het systeem iiberhaupt naar de oorsprong te kunnen sturen
in eindige tijd. Met behulp van aanname 3 en 4 blijven de niveauverzamelingen polytopen.
Wanneer we de verstoring in ons systeem meenemen, ziet het systeem er als volgt uit:

z[k + 1) = Fz[k] + Gulk] + wlk]
T((ux)) = min{N € N | z[N] = 0} (2.4)
T = minug € QT ((ux))

Alle mogelijke verstoringen wlk| zijn bevat in de verzameling W C R™.

De rest van de voorwaarden is hetzelfde als bij het systeem zonder verstoring: de toestand
z € R™ van dit systeem moet zo snel mogelijk naar de oorsprong gestuurd worden. Alle
toelaatbare besturingen u[k] moeten bevat zijn in  C R™ en alle mogelijke toestanden z[k]
moeten bevat zijn in E C R?. De besturing u is bovendien van de vorm u = h(z) met
h:R"™ —» R™.

De bijbehorende waarde functie is:
VO(z) := infasupw{k | h¥(k; z,0] € Xo}

X, is de verzameling toestandsvectoren, die in nul stappen onder alle mogelijke verstoringen
naar de oorsprong is te sturen. Xy is dus, net als het systeem zonder verstoring, de oorsprong.
X, is de verzameling van toestandsvectoren die in één stap naar de oorsprong zijn te sturen.
Vz € X; C E, Vw € W, Ju € Q zodanig dat:

Fz4+Gu+w=Xp
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FX1+GQ+W = X,
FX1+GQ=Xo—W = X},

X, = (F1X})~ F'1GQ)NE

X1 = (F'Xo— F-'W - F-1GQ)NE

X, is de verzameling van toestandsvectoren die in twee stappen naar de oorsprong is te
sturen:

FX,+GQ+W = X,

FXy+GO =X, -W =X}

X, =(F1X| - FlGQ)NE

Xy =(FY(F'Xo— F7'W -~ F71GQ) - W) - F"1GQ)NE

X, =(F?Xo— F?W -F2GQ - F'W - F'1GQ)NE

Xk is de verzameling van toestandsvectoren die in k stappen naar de oorsprong gestuurd
kunnen worden:

FX,+GQ+W =X, _,

FX +GQ =X, 1 -W = Xl’c'—l

Xe=(F'X|_, - F1GO)NE

Xp=(F*Xo— F7*W - FkGQ -~ F~(:-Dw _ p-(:-1GQ... - F-1W - F-1GQ)NE

Hieronder volgt een algoritme om de niveauverzamelingen X; t/m Xy te construeren. Hierbij
wordt rekening gehouden met een mogelijke verstoring W.

Algoritme 2. [Bouw niveauverzamelingen met verstoring]
Gegeven : X is een polytoop

1. Neem k=0

2. X, =XcoW

8 Xiy1={F X, ~-F1GQ}NE

4. Zet k=k+1. Als k=N, stop. Anders, ga naar stap 2

Deze oplossing moet net als de oplossing van het systeem zonder verstoring eindig te parametris-
eren zijn, zodat de niveauverzamelingen, wanreer het aantal stappen en de dimensie van het
systeem niet al te groot zijn, redelijk makkelijk berekend kunnen worden. Voor een eindige
parametrisering, moeten de niveauverzamelingen polytopen blijven en om dit te realiseren,
moet er nog een extra aanname gemaakt worden over de verstoring:

e A5: W is een polytoop in R", met Q € int(W)
Xo is een polytoop:

Bewijs. Stel er is een besturing u = Kz, die het systeem in s stappen naar de oorsprong kan
sturen. Dit betekent dat z[s] = 0:

zlk + 1) = Fz[k] + Gu[k] + w[k]

z[k + 1] = Fz[k] + GKz[k] + w[k]

We noemen F + GK = F}.:
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z[k + 1) = Fex[k] + wlk]

z[s) = Frz[s — 1]+ w[s — 1] =0

z[s) = Fe(Frxls — 2] + w[s = 2)) +w[s =1} =0

z[s) = Fu(Fi(Frez[s — 3] + wls — 3)) + w[s — 2]) + w[s — 1] =0

Zo krijg je de algemene formule voor x([s}:

z[s] =W + F,W + ...+ F7'W

In bovenstaande formule worden polytopen bij elkaar opgeteld en de polytoop-eigenschap is
invariant onder optelling en voor-vermenigvuldiging, dus Xj is een polytoop. 0

Aan de hand van dit hoofdstuk weten we nu meer over de geometrische aard en de verza-
melingseisen van de niveauverzamelingen. Bovendien weten we nu hoe we een niveauverza-
meling moeten bouwen wanneer we een tijdsoptimaalbesturingsprobleem hebben waarbij de
oorsprong het gegeven doel is. Bij het beschreven probleem uit hoofdstuk 1 is het gegeven
doel een lineaire deelruimte. In het volgende hoofdstuk worden de transformaties beschreven
waardoor er ook voor het probleem uit hoofdstuk 1 niveauverzamelingen gemaakt kunnen
worden.




Hoofdstuk 3

Transformaties

In paragraaf (2.3) worden niveauverzamelingen gebouwd voor systemen die naar de oorsprong
gestuurd moeten worden. In het besturingsprobleem van Thales, beschreven in hoofdstuk 1,
moet er ook nog een projectiel gevolgd worden. In onderstaand plaatje is het gedrag van het
projectiel in het exogeen systeem weergegeven.

Besturingssysteem

Exogeen systeem

1 \p#

Figuur 3.1: Het regulateurprobleem

Definitie 17 (Het regulateurprobleem). Er is een ezogeen systeem, dat als uitvoer een
referentie-signaal heeft. Dit referentie-signaal dient als invoer van het besturingssysteem en
er ontstaal een nieuwe uitvoer van dit besturingssysteem. De nieuwe invoer is het verschil
tussen de twee uitvoeren(van ezogeen systeem en besturingssysteem,).

Het doel bij het regulateurprobleem is een dynamische feedback besturing te vinden die de
nieuwe uitvoer naar nul stuurt in eindige tijd.

In het artikel van Mayne en Schroeder wordt zo’n regulateurprobleem besproken en dit ziet
er als volgt uit:

dlk + 1] = Fd[k] + Gulk] + wlk]
z[k + 1) = Tz[k]
elk] = Cdlk] — Dz[k]

dlk] € E C R™ is de toestand van het systeem op het moment k.

ulk] € @ C R™ is de besturing op het moment .

wlk] € W C R™ is de verstoring op het moment k.

Het exogeen systeem wordt weergegeven door het autonome systeem z[k + 1] = Tz[k] met

16
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z € R™, waarvan het signaal moet worden gevolgd. Het doel is om de fout e[k] € R™ tussen
de uitvoer van het exogeen systeem en de uitvoer van het besturingssysteem zo snel mogelijk
naar nul te sturen.

Het besturingsprobleem van Thales heeft een iets andere vorm dan die van het regulateurprob-
leem uit het artikel van Mayne en Schroeder. Daarom gaan we de beide besturingsproblemen
eerst vergelijkbaar maken door middel van de volgende gelijkheden:

= | G

ylk] = e[kl
Het regulateurprobleem kom er dan als volgt uit te zien:
F 0 G 1
zk+1] = [0 T]x[k] + [O]U[kl + [O,]w[k]
yk] = [C -D ]zl

z[k] € E C R™ is de toestand van het systeem op moment k.

u[k] € © C R is de besturing op het moment k.

w[k] € W C R" is de verstoring op het moment k.

y|k] € R is de fout tussen de uitvoer van het exogeen systeem en het besturingssysteem op
het moment k.

Bovenstaand systeem heeft dezelfde vorm als het besturingsprobleem van Thales.

De aannames Al-A5 uit hoofdstuk 2 gelden ook voor dit regulateurprobleem en met daarbij
de volgende twee aannames:

e A6: Voor het exogeen systeem geldt z[k] € Z, Vk met Z een compacte, convexe, positieve
invariante verzameling voor z[k + 1] = Tz[k]

e AT: T is inverteerbaar

3.1 De eerste transformatie

Het systeem is nu van de vorm:

zlk + 1] = Fzlk] + Gulk] + [ : ].w[k]
y[k] = Cxlk]

z[k] € R" als toestandsvectorop het moment k.

u[k] € R™ als besturing op het moment k.

ylk] € R als de fout tussen de uitvoer van het exogeen systeem en het besturingssysteem op
het moment k.

De systemen (2.3) en (2.4) uit paragraaf (2.3) moesten naar een toestandsvector, de oorsprong,
gestuurd worden. Bovenstaand systeem echter moet naar een lineaire deelruimte gestuurd

worden.
U= {(u) | 3 2.d.d. y; =0Vj > i}
Y(ug) € U : T((ux)) = min{i | y; =0 Vj > i} (3.2)
T = min(y,)euT((uk))
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Wanneer dit besturingsprobleem zodanig getransformeerd wordt dat hier het doel ook de
oorsprong wordt, dan kan dit besturingsprobleem ook aan de hand van niveauverzamelingen
opgelost worden.

Stel de verstoring wy = 0 Vk.

Stel de besturing van de vorm u = K,z. Doordat de besturing die vorm heeft, kunnen voor
het systeem de Francis-Wonham vergelijkingen[FW75] opgesteld worden. Deze vergelijkingen
geven meer informatie over de oplosbaarheid van een besturingsprobleem:

FP+ GK,=PT

CP =0 (3.3)

Wanneer deze vergelijkingen oplosbaar zijn in P en de invoer u = 0, dan is de fout y te regelen.
Een invoer van u = 0 is het geval in positief invariante lineaire deelruimtes. De Francis-
Wonham voorwaarden leveren (n + 1)-vergelijkingen en (n + 1)m onbekenden. Wanneer
m = 1 dan kan het probleem uniek oplosbaar zijn.

Stel er bestaan twee lineaire deelruimtes {(z, z) | z = Pz} en {(u,2) | u = K.z}

Het sturen van het systeem naar de lineaire deelruimte {(z,z) | £ = Pz} met de besturing
u = K,z zou ervoor moeten zorgen dat de fout y[k] naar nul gaat.

Wanneer de toestand van het systeem eenmaal in die lineaire deelruimte is, moet die daar ook
blijjven. Dus voor het transformeren, moet eerst worden bewezen dat de lineaire deelruimte,
{(z,2) | £ = Pz}, wel positief invariant is.

Bewijs. Stel (z[k], z[k]) € {(z,2) | z = Pz} = z[k] = Pz[k]

zlk + 1] = FPz[k] + GK.z[k]

zlk +1] = (FP + GK,)z[]

z[k + 1) = PTz[k] = Pzlk + 1] = (z[k + 1], z[k + 1]) € {(z,2) | £ = Pz} a

Wanneer we naar de lineaire deelruimte , {z € R™ | z = Pz}, sturen met de besturing
u = Kz, levert dit het volgende systeem op:

Pzlk + 1] = FPz[k] + GK, z[k]
zlk + 1) = Tz[k] (3.4)
y[k] = CPz[k]

Wanneer nu de Francis-Wonham voorwaarden toegepast worden, blijkt de fout y[k] inderdaad
naar nul te gaan.

PTz[k] = FPzlk] + GK.z[k] — PT =FP+GK,z

De toestands-en besturingstransformaties worden dan als volgt:
d=z- Pz

v=u— K,z

Het bijbehorende systeem:

(B[22 e o

0 T z[k]
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Het enige wat nu nog bewezen moet worden is dat het sturen van (z, z) naar de deelruimte
{(z,2) | £ = Pz} is gelijk aan het sturen van 4 naar de oorsprong.

Bewijs. Stel § is in k+1 stappen naar de oorsprong te sturen, dan geldt er;

8[k + 1) = Fé[k] + Gulk] + w[k] = 0 = z[k + 1) — Pz[k + 1] = Fz[k] — FPz[k] + Gulk] -
GK,z[k) + wk] =0

zfk+ 1] — Pzlk+1)=0=z = Pz.

Fzlk] — FPz[k) + Gulk] — GK,z[k] + w[k] =0, met £ = Pz en wlk] =0 = u = K,z O

3.2 De tweede transformatie
Het doel van de tweede transformatie is om het systeem in de vorm te krijgen van
z[k + 1) = Fz[k] + Gul[k] + w[k]

Zoals ook in hoofdstuk 2 het geval was. Het bijbehorende algoritme kan dan namelijk gebruikt
worden.

Bij deze transformatie wordt een nieuwe toestandsvector geintroduceerd, namelijk ¢ = (4, 2).
Er moet worden uitgezocht welke beperkingen er op de besturing en de toestandsruimte zijn
en of de doelverzameling wel een polytoop is. Dit laatste is namelijk een voorwaarde om het
algoritme te kunnen gebruiken.

Bekend is dat & naar de oorsprong gestuurd moet worden om het doel te bereiken en z blijft
door de eisen aan T en Z altijd in de verzameling Z(A6 en A7).

De voorwaarden aan de besturing en toestandsruimte kunnen worden berekend door de
toestands-en besturingstransformaties:

u=v+ K,z (3.7)
pes={(6z2)|xr=8+Pz€eE,z€Z} ’

¢[k+1] = Fnieuw¢[k] + Gnieuwu[k] + 7[k]

F -GK, G
Fnieuw = [ 0 T ] G = [ 0 ]

T =W x {0}

Het systeem moet naar ® = Ag x Z gestuurd worden, zodanig dat z in de verzameling Z
blijft en § naar de verzameling Ao wordt gestuurd. Over Z is bekend dat het een compacte,
convexe verzameling is en over Ag kan het volgende worden berekend:

Stel de besturing v = Ks6:

5[k +1) = Fé[k]+ GKsd[k] + w(k]
= [F+ GKj;)é[k] + wlk]
= Fs6[k] + w(k]

(s = Fsb[s— 1]+ w[s — 1]

F3[Fs6[s — 2) + w[s — 2]) + w[s — 1]
W+ FsW 4 ...+ F7'W
Ao
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Aangezien W een polytoop is en Ag een optelling van meerdere polytopen, geldt de polytoop-
eigenschap ook voor Ag.
Het doel is nu om in een zo klein mogelijk aantal stappen het systeem naar de verzameling
Py te sturen met een besturing u = h(z), ongeacht de verstoring. Dit levert de volgende
waarde-functie op:
VO(¢) = infrsupu{k | $“*[k; $,0] € ®o} met de bijbehorende level sets By = {¢ | VO(¢) <
k}.
Het algoritme om de niveauverzamelingen te berekenen uit paragraaf (2.3) kan gebruikt wor-
den wanneer ®¢ een robuust besturings invariante polytoop is. ®¢ is een robuust besturings
invariante polytoop voor het systeem (3.6) met de beperkingen (3.7) als er voldaan wordt aan
de volgende twee eisen:

b CE

Koy CQ (3.8)




Hoofdstuk 4

Besturing

Aan de hand van de verkregen niveauverzamelingen gaan we proberen een geschikte besturing
te vinden. Het artikel van Mayne en Schroeder geeft twee mogelijke besturingen voor het
robuust minimum tijdsprobleem, die on-line zijn op te lossen aan de hand van de verkregen
niveauverzamelingen:

e Model predictieve besturing
e Simplex besturing

Beide methodes maken gebruik van de informatie die in de niveauverzamelingen bevat is. Dit
betekent ook dat het kleinst aantal stappen om de oorsprong te bereiken gelijk is.

4.1 Model predictieve besturing
De berekening van een model predictieve besturing bestaat uit een aantal stappen:

o Stap 1: Uitvoer toegankelijke verzameling berekenen. Deze is gelijk aan de toegestane
toestandsruimte E.

e Stap 2: Maximale robuuste besturingsinvariante verzameling berekenen. Deze is gelijk
aan de grootste niveauverzameling die nog in de toestandsruimte E past. Er wordt dus
rekening gehouden met de beperkingen op de besturing.

e Stap 3: Pontryagin’s verschil tussen de maximaal robuuste besturingsinvariante verza-
meling en de verstoring. Deze is gelijk aan de grootste niveauverzameling rekening
houdend met de verstoring.

o Stap 4: Kwadratisch programmeren.(verderop uitleg)

In de stappen 1 t/m 3 wordt de niveauverzameling berekend, die gelijk is aan de niveau-
verzameling Xy die uit het algoritme 2 van hoofdstuk 2. Een kenmerk van de model pre-
dictieve besturing is dat deze besturing de toestand van het systeem zo ver mogelijk in de
vorige niveauverzameling stuurt. Het doel van de model predictieve besturing is dan ook
de toestand z € E C R", die zich in X \ Xx—1 bevindt, zo ver mogelijk in de verzameling
X, = {aJTx < bj,j € J} te sturen.

21
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Definitie 18 (één stap predictieve besturing). (u(z),v(z)) = arg min{v | v € Q, aJT(Fa:+
Gu) < bj+v,j € J}.

De waarde van v is niet positief.

Om de model predictieve besturing op een sample-tijd u; te berekenen moet de laatste stap
van het schema nog uitgevoerd worden: het kwadratisch programmeren.

Definitie 19 (kwadratisch programmeren). z € R". De (n x n)-matriz E is positief
semi definiet, anders geschreven £'Ex > 0 Vz € R™. h is een willekeurige (n x 1)- vector.
Minimaliseer (met betrekking tot x)

fillz) = %I,EI +h'z

met de volgende beperkingen:
1. Az <b
2. Cr=d

De besturing u; € R™ op tijdsstap i van niveauverzameling Xy naar Xpy_; is daarmee
bekend. Wanneer de begintoestand z € E C R" zich bevindt in X, dan zal nog N keer het
kwadratisch programmeren toegepast moeten worden.

4.2 Simplex besturing
Bij een simplex besturing stuurt een besturing u; € R™ het discrete systeem
zlk + 1) = Fz[k] + Gulk] z € R",u € R™

van een toestand z; € R™ naar een toestand 2; € R™ in één tijdsstap T. Er bestaan simplices,
51 = co{zi |1 € {0...s}} en Sy = co{z; | i € {0...s}}. De besturing u; € R" stuurt de toestand
van het systeem van de ene simplex S) naar de andere simplex S,.

Definitie 20 (Convexe verzameling). X C R" is een conveze verzameling wanneer voor
elk paar vectoren u,v € X ook de vector (1 —t)u+tve X Vt € [0,1].

Stel X C R" een convexe verzameling en stel /\1,/\2,--'- ,Ar € R positieve getallen met
A1+ A2+ -+ A, =1, dan geldt er

.
Yuy, ug,- - ,ur € X dat Z/\kuk €eX
k=1

Bovenstaande heeft een direct gevolg voor de theorie over de simplex besturing: er bestaat
een u, zodanig dat > 7, p;i = 1, zodat z = Y {_,u'z; € S; wordt gestuurd door u(z) =
S i _omiui(z) naar z = Y i_,pu'z € S in tijd T langs een route die zowel aan de toestands-
als besturingsbeperkingen voldoen.
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Elke niveauverzameling X is op te delen in mogelijk overlappende simplices.

In deze scriptie worden de simplices gevormd door twee achter elkaar liggende hoekpunten en
de oorsprong. Deze driehoeken overlappen elkaar dus niet. De simplicial besturing is er op
gericht om te bepalen in welke simplex Xj; de huidige toestand z € X \ Xk-1 ligt, zodanig
dat : = = 35 ,pu'zk;; en daarmee ook u(z) = 3 i o u'Tkji- Tkj met i = {0---s} zijn de
hoekpunten van Xi;. De besturing op tijd A heeft dus het doel om van de ene driehoek
naar een andere driechoek te sturen. Dit komt overeen met een affine transformatie. De
transformatie van een willekeurig codérdinaat wordt weergegeven door de volgende vergelijking,
waarbij (x,y) de huidige coérdinaten zijn en (x’,y’) de getransformeerde codrdinaten:

/

T apg ay a r
v [| =1 & by b ]
1 0O 0 1 1

Voor de gehele simplex met de hoekpunten z;, z2 en z3 kunnen we het volgende stelsel
vergelijkingen opstellen:

y = a1 + aiyn + a2
y; = bozi + bhin + b2
Th = apT2 + a1y2 t+ a2
vy = boz2 + biyz + b2
Ty = a3 + a1y3 t+ a2
. yé = bozz. + biys + by
Anders geschreven:

(27 y»u 1 0 0 07 [ ao] [ ) ]
0 0 0 Iy Y 1 ay yi
zo y2 1 0 0 O az | |z
0 0 0 zo y2 1 bo | yl2
T3 Y3 1 0 0 0 b1 :L‘é

{ 0 0 0 T3 Y3 1 J L b2 j L yé |

De besturing in elke simplex ziet er als volgt uit:

_a_ | a a2 )
u(m)—x—[bo bl]x+[b2]Vx€Xk]

De coéfficienten ag, ai, az, by, by en by kunnen dus van te voren berekend worden, als bijproduct
van het algoritme 2 uit hoofdstuk 2, zodat de hoofdtaak van de besturing is het bepalen in
welke simplex de huidige toestand zich bevindt.

Nu is de moeilijkheid nog om een niveauverzameling X op te delen in simplices Xj;.

Xij = {Te1,- yTkjn} met Tij; als hoekpunten van de simplex. De vereniging van de verza-
melingen Xi; = co{0, zkj1, - ,Tkjn} vormen samen een niveauverzameling Xj.
Jk
X = | Xu;
=1

Samenvattend stuurt de simplex besturing u(z) het discrete-tijd systeem robuust van elke
T € X\ Xx_1 Vk € {1,--- , N} naar Xj_, in één stap. Met andere woorden (Fz + Gu(z) +
WcXk-1Vze XyVke{l,---,N}.
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X3

X3
X3

X3!

‘ X35

Figuur 4.1: Opdeling niveauverzameling in simplices

4.3 Besturingsconclusie

Stelling 3. De één stap predictieve besturing en de simplexr besturing sturen het discrete tijd
systeem met verstoring van elke begintoestand x € X; C X, naar Xg in niet meer dan j stap-
pen en de toestand blijft daarna ook in Xo, mits er aan de toestands-en besturingsbeperkingen
wordt voldaan Vk.

Het kleinst aantal stappen waarmee beide besturingen een begintoestand naar de oorsprong
kunnen sturen is gelijk. Er is echter verschil tussen de berekeningen van de beide besturingen.
Een model predictieve besturing moet N keer kwadratisch programmeren, namelijk bij elke
niveauverzameling één keer. Het kwadratische programmeren is een complexe rekenkundige
handeling.

Een simplex besturing moet de volgende berekeningen doen:

1. Niveauverzameling opdelen in simplices
2. Bepalen in welke simplex de begintoestand ligt

3. De besturing voor die gehele simplex bepalen




Hoofdstuk 5

Voorbeeld

In dit hoofdstuk gaan we de theorie toepassen, die we in de voorgaande hoofdstukken hebben
uitgelegd. We gaan de besturing berekenen van een systeem dat vergelijkbaar is met het
systeem uit paragraaf 2.3.

Gegeven het model:
. 11 0.5
zlk+1] = [ 01 ] zlk] + [ 1 ] ulk]

zlk] € R™ is de toestand op moment k
ulk] € R™ is de besturing op moment k

Het doel is om zo snel mogelijk de toestand van het systeem naar de oorsprong te sturen:

T((uk)) = min{N € N| z[N] = 0}
T = miny,eaT((ur))

T((ux)) is het minimum aantal stappen waarop een rijtje ux de toestandsvector van het
systeem naar de oorsprong kan sturen. Het rijtje ux dat het snelst naar de oorsprong stuurt
doet dit in T stappen.

De beperkingen op de besturing zijn:
N={ueR™|-1<u<l}
De beperkingen op de toestandsruimte zijn:
E = {z1,70 € R" | 15 < 2 < 15,—4 < 1 < 4}
De begintoestand van het systeem is gegeven:
(7)
2

We gaan nu in een aantal stappen bovenstaand besturingsprobleem oplossen.
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Stap 1 : Niveauverzameling berekenen
Om dit probleem op te lossen gaan we niveauverzamelingen bouwen met behulp van het
algoritme 1 uit hoofdstuk 2.

Xp is de oorsprong.

X1 is de convexe schil van de punten (-0.5,1) en (0.5,-1
X3 is de convexe schil van de punten (-1,0), (1,0), (-2,2
X3 is de convexe schil van de punten (4.5,-3), (-3.5,1),

X4 is de convexe schil van de punten (-8,4), (-7,2), (8,-4

'en (2,-2).
-0.5,-1), (-4.5,3), (3.5,-1) en (0.5,1).
, (-4,0), (1,-2), (7,-2), (-1,2) en (4,0).

~— TN e S

Projection 1o 1-2 axes Projection 1o 1-2 axes

“bs -Ofl -ol.s -olz -0‘1 (‘: ojt olz o‘.:; 054 3 -; -1‘5 -: -0‘5 (.: ols ; 'fs
Figuur 5.1: Niveauverzameling X1 Figuur 5.2: Niveauverzameling X2
Projection 1o 1-2 axes Projection 1o 1-2 axes

-1F

-2r

ot

2 1 1 1 2 I i N 2 4 1 n 1 s
&) -4 -3 -2 -1 [} 1 2 3 4 -8 -8 -4 -2 [} 2 4

Figuur 5.3: Niveauverzameling X3 Figuur 5.4: Niveauverzameling X4
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. ' -3 = 3 . .
De eerste niveauverzameling waar de toestandsvector < 9 zich in bevindt is de niveau-

verzameling X3. N is dan ook gelijk aan 3.

Stap 2: Simplex berekenen

Elke niveauverzameling is opgedeeld in simplices. In welke simplex een toestand ligt is
gemakkelijk via de Geometric Bounding Toolbox te berekenen(zie bijlage A). Onze begin-
toestand ligt in de simplex, die als hoekpunten de punten (-4.5,3), (0,0) en (-3.5,1) heeft.

Stap 3: Affine transformatie berekenen
Allereerst moet de transformatie tussen de simplex waar de toestandsvector zich in bevindt
naar de simplex waar de toestandsvector naar toe wordt gestuurd, berekend worden.

conv((—4.5,3),(0,0),(—3.5,1)) — conv((-2,2),(0,0),(-1, 0))

(=2 = —45a3 + 3a1 + a2
2 = —4.5bp + 31 + b
0 = as
< 0 = by
-1 = —=35ay + a1 + a
\ 0 = =35 + b1 + b

De transformatie vector heeft de volgende waarde:
(ag, a1, as, bo, by, b2) = (0.1667, —0.4167,0,0.3333, 1.1667, 0)

Stap 4:Besturing berekenen '
Wanneer we de volgende toestandsvector berekenen kunnen we de formule gebruiken uit

paragraaf 4.2:
. F oo sas a; ] [ 01667 —0.4167 0
v [ bo b ]“’ [ by ] = [0.3333 11667 |* 1| 0
=4
3

De volgende toestandsvector wordt dan ( > en deze wordt bereikt door een besturing

4
) 3

De huidige toestandsvector is nu bevat in de niveauverzameling X en wel in de simplex, die
als hoekpunten (-2,2), (0,0) en (-1,0) heeft. Nu moeten we de stappen 3 en 4 herhalen om de
toestand van het systeem naar de niveauverzameling X, te sturen. Dit levert een besturing

ull] = —%, die de toestandsvector naar de volgende toestand stuurt, namelijk < _25 )
3

Vanuit de niveauverzameling X is het 1 stap naar de oorsprong. Deze laatste besturing halen
we rechtstreeks uit het model van het systeem:

()15 ()
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Samenvattend kunnen we het in dit hoofdstuk beschreven model met begintoestand

-3
3
naar de oorsprong sturen in drie stappen. De bijbehorende besturing U = (ug, u1, u2) is gelijk

aan U = (—%,—%,%).

Wanneer de begintoestand veranderd wordt in

-15
-1
, 1s de rekentijd aanzienlijk langer voordat de niveauverzameling gebouwd is. De uiteindelijke

niveauverzameling Xy bestaat uit de volgende hoekpunten
(-15,4), (15,-4), (-15,-1.3333), (-10,-2), (15,1.3333), (-8,4), (10,2), (1.5,3), (8,-4) en (-1.5,-3).

Projection 10 1-2 axes

-2

-4 " i L 2
=15 =10 -5 [} 5 10 15

Figuur 5.5: De niveauverzameling Xy van de begintoestand (-15,-1)




Hoofdstuk 6

Conclusie en verder onderzoek

6.1 Conclusie

Het doel van deze scriptie was om te onderzoeken of het tijdsoptimaal besturingsprobleem
van Thales op te lossen is via de methode van Mayne en Schroeder. Het besturingsprobleem
van Thales heeft strenge beperkingen op de toestand en de besturing en over dit soort bes-
turingsproblemen is nog niet zoveel geschreven.

Er worden bij de niveauverzamelingenmethode telkens niveauverzamelingen gebouwd vanuit
de doelverzameling Xp, in deze scriptie telkens de oorsprong. De begintoestand ligt uitein-
delijk in de niveauverzameling X . Naar aanleiding van deze scriptie is te concluderen dat
de niveauvetrzamelingenmethode gebruikt kan worden om het besturingsprobleem van Thales
op te lossen.

Een nadeel van deze methode echter is dat naarmate N groter wordt, de berekening van de
niveauverzamelingen steeds langer duurt. Dit komt doordat de representatie van de grotere
niveauverzamelingen steeds ingewikkelder wordt. Wanneer N groot wordt, weegt het voordeel
van de niveauverzamlingen niet op tegen de lange rekentijd om de niveauverzamelingen te
bouwen.

6.2 Verder onderzoek

Om snel een begintoestand naar een gegeven eindtoestand te sturen met beperkingen op
de toestandsruimte en besturing, moet er een vervanging komen voor het bouwen van de
niveauverzamelingen. Het onderzoek naar deze besturingsproblemen heeft zich al wat verder
ontwikkeld dan de niveauverzamelingenmethode van Mayne en Schroeder. In een artikel ‘Op-
timizing constrained control using mized integer programming’ van Rothwangl[ROO01] wordt
het besturingsprobleem opgelost aan de hand van het ‘mixed integer programming’.

Het mixed integer programmeren is het minimaliseren of maximaliseren van een lineaire func-
tie met betrekking tot lineaire beperkingen. Een kenmerk van deze methode is het dwingen
van een aantal toestandsvectoren op de tijdsstappen naar een bepaalde waarde. Deze toes-
tandsvectoren liggen op de baan tussen de begintoestand en de eindtoestand. Deze methode
is te vergelijken met lineair programmeren.
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Bijlage A
Geometric Bounding Toolbox

In het artikel van hebben Mayne en Schroeder een toolbox gebruikt in Matlab, genaamd de
Geometric Bounding Toolbox. De toolbox bestaat uit een aantal commando’s die bewerkingen
met polytopen, polyheders en ellipsoiden uitvoeren. Aangezien de toolbox niet bij het normale
‘mathworks products’ hoort, moet je eerst het volgende commando invoeren, voordat je de
toolbox kan gebruiken:

addpath(’/opt/local/matlab6pl/toolbox/gbt’)
Gebruikte commando’s:
e convh: Berekent de convexe schil van de punten
o faces: Berekent de ongelijkheden van de zijdes van het polytoop
¢ intest: Berekent of het punt element is van de polytoop

o poladd: Berekent de som van twee polytopen

vertices: Produceert een lijst met hoekpunten van het polytoop

view2d: Laat een projectie zien van een polytoop in 2D

Stel een systeem heeft beperkingen op de besturing, namelijk (! = [—1,1]. Dat houdt in dat
(Y in een 2-dimensionaal probleem als hoekpunten de punten (-1,-1), (1,1), (-1,1) en (1,-1)
heeft. Wanneer je deze polyheder in matlab wilt invoeren kun je dit doen aan de hand van
zijn hoekpunten:

Omega=convh([-1 1;1 1;1 -1;-1 -1])

Uitvoer:
Omega =
0 4.0000 0.0000
1.0000 0 1.0000
0 1.0000 1.0000
-1.0000 0 1.0000

0 -1.0000 1.0000

30




31

-1.0000 1.0000 -1.0000
1.0000 -1.0000 -1.0000
1.0000 1.0000 -1.0000

-1.0000 -1.0000 -1.0000

faces(Omega)

1
1
1
1

M-files gemaakt voor de methode van Mayne en Schroeder:

Bouw van een niveauverzameling

Na elke niveauverzameling moet gecheckt worden of de begintoestand in de niveauverzameling
ligt. Is dit het geval dan heb je de laatste niveauverzameling gevonden, X v, en anders bereken
je de volgende niveauverzameling.

function[X]= levelset(F,G,E,punt)

% Deze m-file moet ervoor zorgen dat de volgende levelset gebouwd kan
% worden aan de hand van de voorgaande levelset. We hebben wel een

% vaststaande beperking op de besturing, namelijk [-1,1].

% meegeven: F,G,E,punt (horizontaal)

% resultaat: XN + plaatje

% stap 2:(X[k+1] berekenen)
Fi=-F"-1;

F1GU=convh ([ (F1*G*1)’; (F1#G*-1)']);
X=F1GU;

test=intest(punt,X);

k=2;

while test==

FF=-F~-k;
FGU=convh ([ (FF*G*1)’; (FF*G*-1)]);
X=poladd (FGU,X);

X=intersct(X,E);

k=k+1;

test=intest (punt,X);

end

X

view2d (X)

% X is een polytoop, F en G zijn matrices, E is een polyhedron

Simplex berekenen

Deze m-file is gemaakt om een niveauverzameling, op te delen in simplices, die samen de hele
niveauverzameling opspannen. De m-file, die de juiste simplexverdeling maakt deze verdeling
aan de hand van de hoek die ze maken met de x-as. Je wil ze immers in volgorde van met de
klok mee of tegen de klok in.

function[XX]=simplex (X,punt)
Ydeze functie zorgt ervoor dat een levelset in simplices wordt
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%verdeeld
“de begintoestand, punt, moet er als rij in
% punt moet wel in X liggen!!
if intest(punt,X)==
disp(’De begintoestand ligt niet in de niveauverzameling’)
else
V=vertices(X);
d=length(V);
%Goede volgorde van hoekpunten bepalen aan de hand van de hoek
Jmet de x-as
x=V(:,1)’;
y=v(:,2)’;
hoeken = atan2(x,y);
[sorted, perm] = sort(hoeken);
x_perm = x(perm) ;
y_perm = y(perm);
V=[x_perm’ y_perm’];
test=0;
k=0;
while test==0 & k<(d-1)
k=k+1;
Xx=convh([V(k,:);V(k+1,:);0 0]);
test=intest (punt,Xx);
end
if k==(d-1) & test==
XX=convh([V(d,:);V(1,:);0 0]);
else
XX=Xx
end
end

Volgende toestandsvector berekenen en de benodigde besturing

Deze m-file is gemaakt om de affine transformatie tussen twee simplices te berekenen, namelijk
de simplex waar de toestand zich bevindt en de simplex waar de toestand heen gestuurd
wordt. Aan de hand van deze transformatie kan de besturing berekend worden en de volgende
toestandsvector.

function [nieuw,u)=transformatie(sim,dim,F,G,punt)
i Deze m-file is ervoor bedoeld om een punt uit een simplex sim
/i van de niveauverzameling te sturen naar een punt in simplex
% dim van de volgende niveauverzameling
s=vertices(sim);
d=vertices(dim);
A=[s(1,1) s(1,2) 1 0 0 O;

000 s(1,1) s(1,2) 1;

s(2,1) s(2,2) 1 0 0 0;

000 s(2,1) s(2,2) 1;

s(3,1) s(3,2) 1 0 0 0;

00 0 s(3,1) s(3,2) 1];
b=[d(1,1);d(1,2);d(2,1);d(2,2);d(3,1);d(3,2)];
x=inv(A)*b;
z1=x(1) *punt (1) +x(2) *punt (2) + x(3);
z2=x(4)*punt (1) +x(5) *punt (2) + x(6);
nieuw=[z1 22];




33

% Deze is voor het geval er geen verstoring aanwezig is.
Gu=(nieuw’ - Fxpunt’);
a=Gu(1)/G(1);
b=Gu(2)/G(2);
if ( abs(a-b) < 1le-12)
u=a
else
u=1000
end

Struikelblokken met Matlab:

1. Vermenigvuldiging Matrix met Polyheder
Matlab herkent een polyheder/polytoop alleen wanneer er een commando uit de Geo-
metric Bounding Toolbox wordt gebruikt. Bij de vermenigvuldiging tussen een matrix
en een polyheder/polytoop wordt ook de polyheder/polytoop herkend als een matrix.
Matlab geeft dan ook een foutmelding over niet overeenkomende matrix dimensies.

Wanneer je de polyheder in hoekpunten weergeeft, dan kun je elk hoekpunt met de
matrix vermenigvuldigen en krijg je het nieuwe hoekpunt. De m-file vermenig.m is
om een matrix met een polytoop te vermenigvuldigen.

Probleem ontstaat wanneer er een hoekpunt met een vector vermenigvuldigd moet wor-
den.

Om dit probleem te ontwijken gaan we de te berekenen niveauverzamelingen anders
schrijven. Een niveauverzameling wordt berekend, zoals eerder vermeld in hoofdstuk 2,
door de volgende formule:

Xig1 = {F-IXk - F—IGQ} NE

Dat levert de volgende resultaten op voor de nivauverzamelingen:

Xe = {0}
X, = ~F-1GQ
X, = -F1Flga - FI'GQ
= —~F2GQ + —F-1GQ
X; = —-F-IF-1p-lgQ - F-IF71GQ - F7IGR

~F73GQ + =-F2GQ + -—-F71GQ

Etcetera - - -

2. Andere versie matlab
Matlab heeft de naam van de m-file, waarin het lineair programmeren wordt berekend,
gewijzigd. In plaats van lp.m heet de m-file nu linprog.m. Een aantal m-files van de
geometric bounding toolbox verwijzen nog naar de oude naam.




Bijlage B
Lijst van definities

De begrippen staan op alfabetische volgorde:

Definitie 21 (Bestuurbaar). (F,G) € R**" x R"™*™ (C g R™X"™
(F,G) is bestuurbaar als = [GFG --- F""'G) rang n heeft.

Definitie 22 (Compact). Een verzameling S C R™ is compact indien S gesloten en begrensd
1s.

Definitie 23 (Convex). Een verzameling X C R" is conver als de convercombinatie van
¥,2€ X, Ay+ (1 - )z € X, voor iedere waarde A € [0, 1].

Definitie 24 (Convex omhulsel). Het conver omhulsel van een verzameling punten S C R"
is de doorsnede van alle conveze verzamelingen die S bevatten.

Notatie:conv{py, p2,p3} is het convex omhulsel van de punten p;, ps, p3 € R®

Definitie 25 (Gesloten). Een verzameling S C R™ is gesloten wanneer deze verzameling al
zijn limietpunten bevat.

Definitie 26 (Hypervlak). Stel dat a = ay,a2, - ,an zijn scalairen ongelijk aan nul. Dan
bestaat er een verzameling S, die bestaat uit alle vectoren

T
I2
X =

In

€ R" zodanig dat ayz1 + a2z2 + - + apzy, = 0 een deelruimte is van R™. Deze verzameling
S wordt een steunvlak genoemd.
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