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1 Inleiding

In 1911 brengt Uitgeverij Martin Schilling uit Leipzig (Duitsland) een catalogus [1] uit met
daarin 377 verschillende modellen. Bij modellen denken we nu meestal aan computersimu-
laties. Schillings modellen hadden in die tijd inderdaad dezelfde functie als de computermo-
dellen nu. De professoren Brill en Klein van de technische hogeschool in München gebruikten
Schillings modellen voor hun onderwijs in de hogere wiskunde. Zoals we nu de computers
gebruiken om te voorspellen en van te leren, werden de modellen toen gebruikt om aan de
studenten bijvoorbeeld meetkundige eigenschappen uit te leggen. Een deel van de modellen
kan bewegen. Zo ook de modellen uit serie XXIV . De serie bestaat uit 12 modellen en kostte
in 1911, als je hem in zijn geheel wilde kopen, 545 mark. Je kon de modellen ook los bestellen.
Rijksuniversiteit Groningen is in het bezit van tien van de modellen uit de serie XXIV, de
serie van Kinematische Modelle. De modellen zijn ongeveer 22 bij 27 cm. En zoals de naam
al zegt, de modellen uit deze serie kunnen bewegen.

Binnen de serie kunnen de modellen in vier verschillende groepen worden verdeeld. De
vierde groep bestaat uit drie inversoren (zie figuur 1).

Figuur 1: Een gedeelte van de prijslijst van serie 24 [1]

Over deze drie inversoren (zie ook figuur 2) gaat deze scriptie. Aan de hand van zowel alge-
bräısche als meetkundige bewijzen, zullen we de eigenschappen van de inversoren langslopen.
Het woord ’inversor’ dat in de naam van alledrie modellen staat, slaat op de wiskundige be-
werking ’inversie in een cirkel’. Het bijzondere aan de modellen is dat ze een cirkelbeweging
omzetten in een rechte lijn, dit is een eigenschap van inversie. Voordat we gaan kijken naar
deze wiskundige bewerking, kijken we eerst naar de geschiedenis die voorafging aan de tot
standkoming van de modellen.

In het Engels is er een woord voor dit soort modellen: linkages. Er is niet echt een mooie
vertaling voor dit woord, daarom zullen we het woord constructies gebruiken.

a b c

Figuur 2: De modellen van Peaucellier (a), Hart (b) en Sylvester-Kempe (c)

3



2 Watt

Wie er als allereerste over heeft nagedacht om een cirkel om te zetten in een rechte lijn, dat
is natuurlijk niet meer na te gaan. Als we het zelf hadden ontdekt was het misschien wel zo
gegaan:

We prikken twee gaatjes in een strook papier. Door de ene prikken we een spijker vast op
de ondergrond en door de andere het potlood. Als we nu de strook papier met de spijker als
draaipunt bewegen en een potlood in het andere gat in de strook papier houden, dan tekenen
we een cirkel. Welke figuren zouden we kunnen maken als we meer spijkers en stroken papier
tot onze beschikking hadden?

De eerste persoon die zich hier mee bezig houdt, en resultaat boekt, is James Watt [5]. In
1784 ontdekt hij iets dat op dat moment, de industriële revolutie is in volle gang, zeer bruik-
baar is. Zijn uitvinding kan namelijk worden toegepast in stoommachines. Stoommachines
zetten de rechtlijnige beweging van een zuiger om in een draaiende beweging van een wiel.

In figuur 3 zien we een versimpelde versie van het idee van Watt. De punten A en B zijn
vast. De balken AC en BD zijn evenlang en hebben een constante lengte. Ook de balk CD
heeft een constante lengte. Punt Q is een punt op de balk CD. In dit geval ligt Q in het
midden van de balk CD.

Als punt C beweegt, dan beweegt Q ongeveer langs een rechte lijn. Vooral in de buurt
van de uitgangspositie is de lijn niet van recht te onderscheiden. Ook Watt is erg tevreden
over zijn ontdekking. Tegen zijn zoon zegt hij: Though I am not over anxious after fame, yet
I am more proud of the parallel motion than of any other mechanical invention I have ever
made. [2]

Figuur 3: Een versimpelde versie van de ontdekking van Watt
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3 Peaucellier

Na Watt zijn er meerdere wiskundigen die over dit vraagstuk nadenken. Ze maken constructies
die nog beter in de buurt van een rechte lijn komen. Toch duurt het nog tot 1864 voordat
het probleem exact wordt opgelost. Charles Nicolas Peaucellier bedenkt als eerste een goede
oplossing. Dit is een hele tijd later en je zou verwachten dat dit een enorme ontdekking moet
zijn geweest. Het blijft eigenlijk onopgemerkt totdat de Russische student Yom Tov Lipman
Lipkin in 1871 dezelfde ontdekking doet als Peaucellier 17 jaar eerder [2]. De wiskundigen
krijgen allebei waardering voor hun werk. Peaucellier wint in Frankrijk de Prix Montyon,
een belangrijke prijs voor mechanici. Lipkin krijgt een beloning van de Russische overheid.
De constructie wordt zowel Peaucellier inversor als Peaucellier-Lipkin inversor genoemd. Wij
zullen het houden bij de eerste benaming.

De constructie van Peaucellier is toegepast in de praktijk. Een werknemer in dienst van
’the Houses of Parliament’ (Palace of Westminster) in Engeland, heeft een machine ontwikkeld
om het gebouw van verse lucht te voorzien. Deze Mr. Prim maakte, gebruik makende van de
ontdekking van Peaucellier, een geluidloze ventilator [5].

3.1 De constructie van Peaucellier

In de catalogus van Schilling [1] wordt de inversor van Peaucellier op de volgende manier
beschreven:

Figuur 4: Stukje uit de catalogus van Schilling [1]

De lettering van de catalogus is iets anders dan de lettering die wij zullen gebruiken. Op
de foto in figuur 5 zien we de inversor van Peaucellier beter. Hij bestaat uit zes scharnieren
en zeven balken. Twee scharnieren zijn vastgemaakt aan de ondergrond, dit zijn O en S. De
ander scharnieren A, B, C en D kunnen vrij bewegen. De balken tussen O en B en tussen O
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en C zijn even lang. De vierhoek ABDC is een ruit. De afstand tussen S en O is gelijk aan
de afstand tussen S en A. De scharnieren S en A zijn met elkaar verbonden. In dit hoofdstuk
duiden we met m de lengte van de balk tussen O en B aan, k geeft de lengte van de balk O
en S aan en de ruit wordt gevormd door balken met lengte l.

Figuur 5: Inversor van Peaucellier

Als punt A beweegt, dit punt kan alleen langs een cirkel bewegen, dan beweegt punt D
langs een rechte lijn. Op de foto wordt dit aangegeven door de zwarte cirkel (rechter cirkel)
en de zwarte lijn. Als we het punt S een beetje verschuiven, zodat de afstand tussen O en S
niet mee gelijk is aan de afstand tussen S en A, dan beweegt D niet meer langs een rechte
lijn. In de foto wordt dit weergegeven door de rode cirkel (linker cirkel) en de rode boog. De
constructie op de foto is door de fabrikant zo gemaakt dat het inderdaad mogelijk is om punt
S te verplaatsen.

We kunnen bewijzen dat als de lengtes van de balken goed gekozen zijn, de constructie
een cirkelbeweging omzet in een rechte lijn. Dit kan op verschillende manieren. Eerst zullen
we de inversor met de computer simuleren en een rekenbewijs voor deze eigenschap geven.
Daarna zullen we het op een meetkundige manier aanpakken.

3.2 Constructie op de computer

We weten uit de catalogus (zie figuur 4) welke balken in de Peaucellier inversor een gelijke
lengte hebben. Deze gegevens gebruiken we om met het computerprogramma Geogebra [4]
een simulatie te maken. De stappen die we gebruiken om de simulatie te maken zijn ook de
stappen die we in het rekenbewijs zullen gebruiken. We voeren de volgende constructiestappen
uit (zie ook figuur 6):

Stap 1:
We nemen een vast punt O en een vast punt S met OS = k.

Stap 2:
Punt A ligt ergens op de cirkel met middelpunt S en straal k en kan over deze cirkel bewegen.

Stap 3:
De punten B en C krijgen we door de snijpunten te nemen van de cirkel met middelpunt A
en straal l en de cirkel met middelpunt O en straal m.
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Stap 4:
Als laatste construeren we punt D door het ander snijpunt dan A te nemen van de cirkels
met de middelpunten B en C en straal l.

Stap 1 Stap 2 Stap 3

Stap 4 De inversor

Figuur 6: De constructiestappen voor de inversor van Peaucellier

3.3 Rekenbewijs

Ook zonder te weten wat inversie is, kunnen we bewijzen dat de constructie van Peaucellier een
cirkelbeweging omzet in een rechtlijnige beweging. Dit doen we met het computerprogramma
Maple [7]. Deze Maple-code is te vinden in de bijlagen.

Voordat we de baan van punt D kunnen beschrijven moeten we eerst voor alle andere
punten een parametrisatie bedenken. We verwachten een rechte lijn evenwijdig aan de y-
as, omdat het door Schilling gemaakte model dit suggereert. Uiteindelijk willen de dus een
constante x-coördinaat voor D.

Om dit bewijs inzichtelijk te maken zullen we voor de lengtes k, l en m een waarde kiezen:
k = 4, l = 3 en m = 10. Het bewijs voor andere waarden van k, l en m is analoog aan het
onderstaande bewijs en zullen we later kort bekijken.
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Figuur 7: Peaucellier inversor

Stelling 1. Als A uit het zojuist genoemde voorbeeld, de baan van een cirkel volgt, dan is de
baan van D een rechte lijn.

Bewijs.
Voor elk punt berekenen we x- en een y-coördinaat die afhangen van een parameter t, tenzij
de punten op een vaste plaats liggen.

Stap 1:
Punt S is een vast punt. We kiezen voor dit punt de oorsprong, dus S = (0, 0). Punt O is
vast en de afstand tussen O en S is 4, dus O = (−4, 0) is een goede keuze.

Stap 2:

De punten O en A liggen op de cirkel met middelpunt S en straal 4. We trekken nu een
lijn door O en A. Deze punten zijn nu de snijpunten van een lijn met een cirkel. Voor de lijn
kunnen we een vergelijking opstellen. We nemen t als de helling en omdat de lijn voor elke t
door O moet gaan krijgen we:

y = xt+ 4t ofwel y = (x+ 4)t

Punt A is een snijpunt van deze lijn en de eerder genoemde cirkel:
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x2 + y2 = 16
y = (x+ 4)t

⇒
x2 + (x+ 4)2t2 = 16
y = (x+ 4)t

⇒
x2 + x2t2 + 8xt2 + 16t2 = 16
y = (x+ 4)t

⇒
(x+ 4)(x(t2 + 1) + 4t2 − 4) = 0
y = (x+ 4)t

Hierin zien we dat

x = −4 en y = (x+ 4)t = 0t = 0, dus (x, y) = O

of dat:

x(t2 + 1) + 4t2 − 4 = 0 en y = (x+ 4)t

Deze laatste oplossing kunnen we nog verder omschrijven:

x(t2 + 1) + 4t2 − 4 = 0

⇒
x = 4−4t2

t2+1

⇒
y = (x+ 4) t =

(
4−4t2

t2+1
+ 4t2+4

t2+1

)
t

⇒
y = 8t

t2+1

Hierin zien we dat x → −4 en y → 0 als t → ∞. Dat komt overeen met het feit dat als de
helling van de lijn heel groot wordt, A heel dicht in de buurt van O komt te liggen.

We hebben nu dus: A =
(

4−4t2

t2+1
, 8t
t2+1

)
.

Stap 3:
Vanaf hier gebruiken we een x om de x-coördinaat van een punt aan te duiden en een y voor
de y-coördinaat. Omdat B een snijpunt is van de cirkel met middelpunt A en straal 3 en de
cirkel met middelpunt O en straal 10 geldt:

(Bx −Ax)2 + (By −Ay)2 = 32 = 9
(Bx −Ox)2 + (By −Oy)2 = 102 = 100

⇒
(Bx − 4−4t2

t2+1
)2 + (By − 8t

t2+1
)2 − 9 = 0

(Bx + 4)2 +B2
y − 100 = 0

We laten het Maple dit stelsel van vergelijkingen oplossen naar Bx en By. Maple vindt voor
Bx en voor By twee oplossingen. Dat hadden we van te voren kunnen bedenken omdat de
twee cirkels die we snijden twee snijpunten hebben, namelijk B en C. Door t = 0 in te vullen
weten we welke oplossing bij welk snijpunt hoort.
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Bx = − 1
16
−27t2−91+t

√
−2610t2−8281t4+1575
t2+1

By = 1
16

155t+91t3+
√
−2610t2−8282t4+1575
t2+1

Cx = 1
16

27t2+91+t
√
−2610t2−8281t4+1575
t2+1

Cy = − 1
16
−155t−91t3+

√
−2610t2−8282t4+1575
t2+1

Stap 4:
De coördinaten van punt D kunnen we nu op verschillende manieren berekenen. In de con-
structie gebruikten we dat D het snijpunt van twee cirkels is, nu gebruiken we dat ABDC
een ruit is.

Ax +Dx = Bx + Cx en Ay +Dy = By + Cy

dus:

Dx = Bx + Cx −Ax
Dy = By + Cy −Ay

⇒
Dx = 59

8
Dy = 91

8 t

De y-coördinaat hangt af van t en Dx = 59
8 is constant. Dus D beweegt zich langs een rechte

lijn die evenwijdig loopt aan de y-as.

In dit voorbeeld zien we een verband tussen de snelheid waarmee D en A bewegen. Als
D een constante snelheid s = 91

8 heeft, dan is de snelheid van A gelijk aan:√{(
4−4t2

1+t2

)′}2

+
{(

8t
1+t2

)′}2

= √{
−8t(1+t2)−2t(4−4t2)

(1+t2)2

}2
+
{

8(1+t2)−2t·8t
(1+t2)2

}2

= √
64t4+128t2+64

(1+t2)4

= √
64(t2+1)2

(1+t2)4

=
8

1+t2

Dus A beweegt dan niet met een constante snelheid.
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3.3.1 Restricties in dit voorbeeld

Gedurende dit bewijs is het een aantal keren voorgekomen dat in een coördinaat een bepaalde
wortel voorkwam. Hierdoor zijn er grenzen aan de lengte van de lijn die door D wordt
doorlopen.

De wortel waar het in dit voorbeeld om ging was:
√
−2610t2 − 8281t4 + 1575

In een plotje ziet de grafiek van y(t) = −2610t2 − 8281t4 + 1575 er zo uit:

Figuur 8: Grafiek van y(t) = −2610t2 − 8281t4 + 1575

De nulpunten van y(t) zijn bij:

t = −1
7

√
15 en t = 1

7

√
15

Tussen deze twee waarden voor t zijn alle punten van de constructie goed gedefinieerd. Hieruit
volgt dat de coördinaten van de uiteinden van de lijn die D doorloopt zijn:

Dy− = 91
8 t = 91

8 · −
1
7

√
15 = −13

8

√
15 en Dy+ = 13

8

√
15

Deze waarden zijn niet moeilijk om te verklaren. De afstand tussen A en D kan maximaal
6 zijn, want A en D zijn via B en C met elkaar verbonden met twee balken van 3 lang. De
afstand tussen A en D is 6 als O, A, B = C en D op een rechte lijn liggen. Als we A verder
omhoog of omlaag zouden ’duwen’, dan gaat de verbinding van A met D, via B en C kapot.

We hebben dan de onderstaande grenssituatie.
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Dit kunnen we oplossen met behulp van de stelling van Pythagoras:

? =
√

132 − (4 + 59
8 )2 = 13

8

√
15

3.4 Algemeen rekenbewijs

Op dezelfde manier als net beschreven kunnen we ook een parametervoorstelling maken als
k, l en m niet bekend zijn. We hebben dan te maken met de situatie in figuur 9.

Figuur 9: Inversor

Stelling 2. Als A uit figuur 9 de baan van een cirkel volgt, dan volgt D een rechte lijn.

Bewijs. Net als in het voorbeeld kiezen we S = (0, 0). Daardoor wordt O = (−k, 0). Voor A
weten we dat het een snijpunt is van de cirkel met straal k en middelpunt S en een lijn die
door het punt (−k, 0) gaat:

A2
x +A2

y = k2

Ay = (Ax + k)t

⇒
Ax = −k(−1+t2)

1+t2

Ay = 2kt
1+t2

Over B weten we dat het een snijpunt is van de cirkel met straal m en middelpunt O en
de cirkel met straal l en middelpunt A:

(Bx −Ax)2 + (By −Ay)2 = l2

(Bx + k)2 +B2
y = m2
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De oplossing van dit stelsel is een hele grote uitdrukking (zie bijlage). Om D te vinden
gebruiken we weer dat ABDC een ruit is dus dat:

Dx = Bx + Cx −Ax
Dy = By + Cy −Ay

Door hierin de grote uitdrukkingen die we voor B en C hebben gevonden in te vullen, volgt
dan:

Dx = m2−2k2−l2
2k

Dy = m2−l2
2k t

Net als in het voorbeeld hangt Dx nu ook niet af van t. Hiermee is bewezen dat D zich
langs een rechte lijn beweegt.

3.4.1 Restricties

Tijdens de rekenstappen in het bewijs kwam, net als in het voorbeeld, ook een wortel voor.
Namelijk de wortel uit:

−m4t4−2l4t2−l4t4−2m4t2−l4−m4−16k4+8k2m2+8k2l2+2m2l2+4l2t2m2+2l2t4m2+8k2l2t2+8m2t2k2

We willen weten voor welke t deze uitdrukking groter is dan nul. We laten daarom Maple
uitrekenen voor welke waarden van de t deze vergelijking gelijk aan nul is. Dit geeft vier
oplossingen:

t1 =
√

(2k)2−(l+m)2

l+m , t2 = −
√

(2k)2−(l+m)2

l+m , t3 =
√

(2k)2−(l−m)2

l−m , t4 = −
√

(2k)2−(l−m)2

l−m .

Om uit te zoeken welke twee van deze vier nulpunten we nodig hebben gebruiken we weer
de stelling van Pythagoras. De maximale uitwijking wordt bereikt als OB, BD en OC, CD
in elkaars verlengde liggen. Zijde OBD is de schuine zijde van een rechthoekige driehoek met
lengte m+ l. De lengte van één van de andere zijden is:

Dx + k = m2−2k2−l2
2k + k

De overgebleven zijde is dus:√
(m+ l)2 −

(
1
2
m2−2k2−l2

k + k
)2

= 1
2

√
(m+l)2(−l2+2ml+4k2−m2)

k2

Dit is Dy en we kunnen nu gebruiken dat voor elke t geldt dat: Dy = m2−l2
2k t. We delen

daarom bovenstaande wortel door m2−l2
2k :√
(m+l)2(−l2+2ml+4k2−m2)

k2 k

m2−l2

Omdat k en m + l positief zijn, gebruiken we
√
x2 = x om deze kwadraten uit de wortel te

halen. Dit geeft:

−
√

(2k)2−(l−m)2

l−m = t4

Hiermee komen we tot de conclusie dat de constructie bestaat tussen t3 en t4.
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4 Inversie in een cirkel

4.1 Meetkundig

Inversie in een cirkel is een afbeelding van R2 naar zichzelf. De afbeelding is het eenvoudigst
te begrijpen aan de hand van een plaatje (zie figuur 10). We hebben een cirkel K, hieraan
dankt de afbeelding zijn naam. De cirkel heeft een middelpunt O en straal a. Het punt O
wordt ook wel het centrum van inversie genoemd.

Ergens in het vlak ligt een punt P . We trekken nu een lijn vanuit O door P . Het snijpunt
van deze lijn met de cirkel, dat aan dezelfde kant van O ligt als P , noemen we Q. De inverse
van P , die we P ′ zullen noemen, ligt op deze lijn en voldoet aan de volgende vergelijking:

OP : OQ = OQ : OP ′

Als we OP = r en OP ′ = r′ noemen kunnen we dit omschrijven naar:

r : a = a : r′ ofwel rr′ = a2

Hierin is a de straal van cirkel K.

Figuur 10: Inversie in een cirkel

Elk punt dat buiten de cirkel ligt, ligt na inversie binnen de cirkel en andersom. Als een
punt op cirkel K ligt, dan is de inversie van het punt gelijk aan het punt, immers r′ = r, dus
r = a. Twee keer inversie op een punt uitvoeren geeft weer het oorspronkelijke punt terug.
Als we voor P het centrum van inversie nemen, dan wordt dit afgebeeld op ∞.

De inversie heeft zoals aangekondigd een bijzondere eigenschap. De inverse van een cirkel
die door het centrum van inversie gaat is een rechte lijn. En bijna elke rechte lijn wordt
afgebeeld op een cirkel door het centrum van inversie. Rechte lijnen die door het centrum van
inversie gaan, worden namelijk niet op een cirkel afgebeeld, maar hier komen we later nog
even op terug.

We kunnen de eigenschap op verschillende manieren bewijzen. We zullen eerst kijken naar
een meetkundige benadering en daarna hoe we dit met complexe getallen kunnen nagaan.

4.2 Inversie: meetkundig bekeken

Zoals gezegd wordt niet elke willekeurige cirkel door inversie afgebeeld op een rechte lijn. De
reden hiervoor zal tijdens het bewijs naar voren komen.

Stelling 3. Het beeld van een cirkel die door het centrum van inversie gaat is een lijn.
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Het bewijs van de stelling lijkt lang, maar het bestaat voor het grootste deel uit tekeningen
en constructies. Het uiteindelijke bewijs bestaat slechts uit een paar regels.

Bewijs. Laten we eerst een tekening van de situatie maken (zie figuur 11). We hebben een
inversiecirkel K, met een centrum van inversie O en straal a. Hierin tekenen we een cirkel k,
die door het centrum van inversie gaat. De diameter van deze cirkel is d. Ons doel is om te
kijken wat het beeld van deze kleine cirkel k is.

Figuur 11: Tekening van de situatie bij stelling 3

We breiden onze situatieschets nog een beetje uit (zie figuur 12). Op de cirkel k tekenen
we nu het punt A, waarbij OA = d, en een lijn die begint in O en door A gaat. We weten dat
het beeld A′ van A op deze lijn ligt. Het punt waar de lijn de grote cirkel K snijdt noemen
we B, met B aan dezelfde kant van O als A.

Nu geldt dat:

OA : OB = OB : OA′ ofwel OA : a = a : OA′ ofwel OA ·OA′ = a2

We tekenen ook nog een lijn l die loodrecht staat op de lijn door O en A′ en die door het
punt A′ gaat.

Figuur 12: Uitbreiding van de situatie bij stelling 3

We moeten nu bewijzen dat voor elk punt P op de kleine cirkel k het beeld op lijn l ligt.
Ofwel: als m een lijn door O en P is, dan snijdt deze lijn de lijn l in het punt P ′ waarbij P ′

het beeld van P is. Nog korter om te zeggen is:

OP : OS = OS : OP ′ dus OP ·OP ′ = a2
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In de volgende tekening (figuur 13) staan de punten P , P ′, de lijn m door O en P en het
snijpunt van m met K extra getekend. Ook het lijnstuk AP is getekend.

Figuur 13: Extra uitbreiding van de situatie bij stelling 3

In een paar regels kunnen we nu het bewijs opschrijven:

∠OA′P ′ is recht door constructie
∠OPA is recht vanwege de omgekeerde stelling van Thales
4OPA en 4OA′P ′ hebben een gemeenschappelijke hoek bij O


⇒
4OA′P ′ ∼ 4OPA

⇒
OP : OA′ = OA : OP ′

⇒
OP ·OP ′ = OA ·OA′

⇒
OP ·OP ′ = a2 omdat door constructie OA ·OA′ = a2

Dit moesten we aantonen om te bewijzen dat P ′ het beeld van P is. Hieruit concluderen
we dat het beeld van een cirkel die door het centrum van inversie gaat een lijn is.

Als cirkel k niet door het centrum van inversie zou gaan, dan zouden de driehoeken4OAP
en 4OP ′A′ in de meeste gevallen niet gelijkvormig zijn, omdat de omgekeerde stelling van
Thales dan niet kan worden toegepast.
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4.3 Inversie: complex

4.3.1 Een andere benadering van inversie

De inversie in een cirkel kunnen we ook schrijven als een afbeelding: C→ C. Stel we hebben
een punt z = x+ yi en een cirkel met middelpunt O en straal a. We willen weten wat in dit
geval de inverse van z is. Laten we eerst eens kijken hoe we de inverse moeten definiëren als
we met complexe getallen willen rekenen.

Figuur 14: Inversie in het complexe vlak

In figuur 14 ligt z binnen de cirkel. Over w = c+ di, de inverse van z, weten we dat deze
op één lijn ligt met z en de oorsprong. We kunnen dus schrijven: c+ di = λ(x+ yi). Hieruit
volgt dat c = λx en d = λy. Nu moeten we er alleen nog achter zien te komen wat λ is. In
ieder geval weten we dat λ ≥ 0 is. We hebben nog niet gebruikt dat voor een inversie geldt
dat:

rr′ = a2

Met de stelling van Pythagoras krijgen we:

r =
√
x2 + y2 en r′ =

√
c2 + d2.

De tweede vergelijking kunnen we omschrijven naar:

r′ =
√
λ2x2 + λ2y2 = λ

√
x2 + y2.

Nu kunnen we onze inversie-regel gebruiken om een uidrukking voor λ te maken:

a2 = rr′ = λ(x2 + y2)

⇒
λ = a2

x2+y2

Nu we een uitdrukking hebben voor λ in de bekenden a, x en y, kunnen we ook w
uitdrukken in bekenden:

w

=
λ(x+ yi)

=
a2

x2+y2
(x+ yi)
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=
a2 x+yi

(x+yi)(x−yi)

=
a2

x−yi

Dus de inverse in een cirkel met straal a van een punt z in het complexe vlak is:

a2

z̄

4.3.2 Inverse van een lijn is een cirkel

Het kopje van dit gedeelte klopt niet helemaal, maar anders werd het wel een hele lange
titel. In de meeste gevallen gaat de bewering op, maar er is één groep uitzonderingen. Deze
uitzonderingen zijn de lijnen die door het centrum van inversie gaan. We nemen aan dat O
het centrum van inversie is, P een punt op een lijn die door het centrum van inversie gaat
is en P ′ de inverse van P is. Normaal gesproken trekken we eerst een lijn door O en P ,
dit geeft alvast een eerste indicatie voor locatie van P ′ omdat P ′ op deze lijn moet liggen.
Daarna moet er nog een bepaalde verhouding gelden. Als we nu aan de eerste voorwaarde
willen voldoen en een lijn door O en P tekenen, dan hebben we precies de lijn waar we mee
begonnen. P ′ ligt op deze lijn. De inverse van elk punt op een lijn door O ligt dus weer op
deze lijn. We kunnen nu dus zeggen dat de inverse van een lijn die door het centrum van
inversie gaat, weer deze zelfde lijn is.

Stelling 4. Het beeld van een lijn, na inversie in een cirkel waarvan het middelpunt niet op
de lijn ligt, is een cirkel.

Bewijs. De inversiecirkel die we gaan gebruiken is een cirkel met straal a. We kiezen de
coördinaten zo, dat de oorsprong het middelpunt is van de cirkel, en dat de lijn uit de stelling
evenwijdig loopt aan de y-as. Vervolgens indentificeren we het vlak met C. Voor de lijn die
we gaan inverteren geldt de vergelijking: l = p + αi. Hierin is p constant en α een variabele
die verandert in de tijd.

Figuur 15: Inverse van een lijn

De inverse van een willekeurig punt op de lijn is:
a2

p−αi = a2p
p2+α2 + a2α

p2+α2 i.
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Omdat we uit het meetkundige bewijs al weten dat de inverse een cirkel is die door de
oorsprong gaat, kunnen we een beetje smokkelen. Twee punten die zeker in het beeld liggen
zijn dus de oorsprong en het punt a2

p + 0i. Dit laatste punt is het beeld van het snijpunt van
lijn l met de reële as, p + 0i. Het middelpunt van onze cirkel ligt precies tussen deze twee
bekende punten in en wordt dus:

a2

2p + 0i

Voor een cirkel geldt dat de afstand van een punt op de cirkel tot het middelpunt constant is.
We gaan voor elk beeldpunt deze afstand uitrekenen en als deze constant is, dan concluderen
we dat het het beeld inderdaad een cirkel is.

Het verschil tussen een beeldpunt en ons vermoedelijke middelpunt is:
a2p

p2+α2 + a2α
p2+α2 i− a2

2p − 0i

=
2a2p2−a2p2−α2a2

(p2+α2)2p
− a2α

p2+α2 i

=
a2p2−α2a2

(p2+α2)2p
− a2α

p2+α2 i

Hiervan nemen we de norm om te zien wat de afstand tussen de twee punten is.

||a
2p2−α2a2

(p2+α2)2p
− a2α

p2+α2 i||2

=
a4p4+α4a4−2α2a4p2

(p2+a2)24p2
+ a4α2

(p2+a2)2

=
a4p4+α4a4−2α2a4p2+4p2a4α2

(p2+a2)24p2

=
a4p4+α4a4+2α2a4p2

(p2+a2)24p2

=
a4(p4+α4+2α2p2)

(p2+a2)24p2

=
a4(p2+a2)2

(p2+a2)24p2

=
a4

4p2

⇒
||a

2p2−α2a2

(p2+α2)2p
− a2α

p2+α2 i|| = a2

2|p|

De afstand van een willekeurig beeldpunt en het punt dat we eerder als middelpunt bestem-
pelden is dus a2

2p . We zien dat deze afstand onafhankelijk is van α en alleen afhangt van de
straal van de cirkel a en de afstand p van de lijn tot het middelpunt van deze cirkel. De straal
en afstand tot het middelpunt zijn constant. Hieruit kunnen we concluderen dat het beeld
van een lijn inderdaad een cirkel is. Deze cirkel heeft straal a2

2|p| en middelpunt a2

2p .
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4.4 Peaucellier meetkundig bekeken

Uit het rekenbewijs weten we dat de inversor van Peaucellier een cirkelbeweging omzet naar
een rechte lijn. We weten ook dat de inversie van een cirkel een rechte lijn is. Natuurlijk willen
we nu weten of de inversor van Peaucellier zijn naam eer aan doet en inderdaad werkt volgens
het principe van inversie. Het zou natuurlijk ook best zo kunnen zijn dat er constructies zijn
die een cirkel omzetten in een rechte lijn, maar niet werken volgens het inversie-principe:

OP : OQ = OQ : OP ′ ofwel OP ·OP ′ = a2

Voordat we met het echte bewijs aan de slag gaan bewijzen we eerst twee andere stellingen
die straks erg nuttig blijken te zijn.

Stelling 5. Stel A, P , Q, R en S als in figuur 16, dan geldt dat AR ·AP = AS ·AQ.

Figuur 16: Figuur bij stelling 5

Bewijs.

∠ARQ = ∠ASP , bij gelijke bogen horen gelijke omtrekshoeken
4ASP en 4ARQ hebben een gemeenschappelijke hoek bij A

}
⇒
4ASP ∼ 4ARQ

⇒
AS : AR = AP : AQ

⇒
AR ·AP = AS ·AQ
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Figuur 17: Peaucellier inversor

Stelling 6. In de inversor van Peaucelier als in figuur 17 liggen de punten O, A en D op
een rechte lijn

Bewijs.

OB = OC = m
AB = AC = l
OA is een gemeenschappelijk lijnstuk


⇒
4OCA ∼= 4OBA

Op dezelfde manier is 4ABD ∼= 4ACD.

4OCA ∼= 4OBA
4ABD ∼= 4ACD
∠OAB + ∠BAD + ∠OAC + ∠CAD = 360◦


⇒

∠OAB + ∠BAD = ∠OAC + ∠CAD = 180◦

Hieruit volgt dat O, A en D op een rechte lijn liggen.
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4.5 De inversor van Peaucellier is een inversor

Stelling 7. De inversor van Peaucellier is een inversor.

Bewijs. In de inversor van Peaucellier gaan we een aantal hulpobjecten tekenen (zie figuur
18). Eerst trekken we het lijnstuk OB verder door. Ook tekenen we de cirkel met middelpunt
B en straal l. Deze cirkel gaat dus door de punten A en D en snijdt de lijn door O en B in
twee punten. Deze snijpunten noemen we T en U . Ook tekenen we de lijn door O, A en D.
Dit kan omdat we uit stelling 6 weten dat deze punten op een rechte lijn liggen.

Figuur 18: Hulpobjecten

De lijnstukken OU en OD zijn nu als de lijnstukken in stelling 5. Volgens deze stelling
geldt nu dat:

OU ·OT = OD ·OA

We weten dat OU = m+ l en OT = m− l, dus:

OD ·OA = OU ·OT = (m+ l)(m− l) = c2 − b2

Omdat OU en OT lengtes zijn, en dus positief, weten we dat:

OD ·OA = a2 voor zekere a > 0

Met P = A en P ′ = D voldoen we nu aan de inversie-vergelijking: OP ·OP ′ = a2. Hierin
is a de straal van de inversie cirkel met middelpunt O.

Omdat A door constructie alleen langs een cirkel kan bewegen, en omdat we weten dat de
inversie van een cirkel een rechte lijn is, weten we nu dat D zich over deze rechte lijn beweegt.
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4.6 Getallenvoorbeeld

In het voorbeeld (zie parametrisatiebewijs van de inversor van Peaucellier) hadden we l = 3
en m = 10. c2 − b2 = a2, dus a =

√
91. In een plaatje ziet dat er zo uit:

Figuur 19: Voorbeeld van Peaucellier inversor. De gestippelde cirkel is de inversiecirkel.
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5 Hart

In 1874 ontdekt Harry Hart ook een constructie die een cirkelbeweging om kan zetten in een
rechte lijn. Zijn inversor bestaat uit twee balken minder dan die van Peaucellier. Een van de
gevolgen hiervan is dat de banen die de verschillende punten beschrijven ingewikkelder zijn
dan bij Peaucellier.

5.1 De constructie van Hart

Figuur 20: Foto Hart’s inversor

Op de foto in figuur 20 zien we de inversor die bedacht is door meneer Hart. De inversor
bestaat uit vijf balken en zeven scharnieren. De balken AB en CD zijn even lang. Ook de
balken AD en BC zijn even lang. De scharnieren O en S zijn vastgemaakt aan de ondergrond.
De punten P en Q liggen respectievelijk op de balken AD en BC. Het punt O hoeft niet,
zoals de foto misschien suggereert, precies in het midden van AB te liggen. Het is wel zo dat
bepaalde verhoudingen gelijk moeten zijn:

AO
AB = AP

AD = CQ
CB

Waarom dit zo moet zijn, zal later blijken in het meetkundige bewijs. Verder is het van
belang dat de afstand OS gelijk is aan de afstand PS. Dit komt, net als bij de inversor van
Peaucellier, doordat de cirkel die het punt P doorloopt door het centrum van inversie O moet
gaan.

Als P beweegt, dit kan door constructie alleen langs een cirkel, dan beweegt Q langs een
rechte lijn. In de foto wordt dit weergegeven door de zwarte cirkel en lijn (onderste cirkel en
rechte lijn).

5.2 Constructie op de computer

Voordat we beginnen met de constructie kiezen we alvast de lengtes. Als we kiezen AO = k,
AB = l, AD = m en SP = n, dan liggen alle lengtes vast. De enige lengtes die misschien nog
een beetje toelichting nodig hebben zijn AP en CQ. Deze hebben, vanwege de verhoudingen
die moeten gelden, dezelfde lengte.

AO
AB = AP

AD ⇒
k
l = AP

m ⇒ AP = km
l .
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De constructiestappen zijn:

Stap 1:
We nemen een vast punt O en een vast punt S met OS = n.

Stap 2:
Punt P ligt op de cirkel met middelpunt S en straal n.

Stap 3:
Punt A is een snijpunt van de cirkel met middelpunt O en straal k en de cirkel met middelpunt
P straal km

l .

Stap 4:
Punt B is een snijpunt van de cirkel met middelpunt O en straal l − k en de lijn door A en
O en O ligt tussen A en B.

Stap 5:
Punt D is een snijpunt van de lijn door A en P en de cirkel met middelpunt A en straal m,
en P ligt tussen A en D.

Stap 6:
Punt C is een snijpunt van de cirkel met straal m en middelpunt B en de cirkel met straal l
en middelpunt D, met C recht onder A als P recht onder S.

Stap 7:
Punt Q is een snijpunt van de lijn door B en C en de cirkel met middelpunt C en straal km

l ,
waarbij Q tussen B en C.

Stap 1 Stap 2 Stap 3 Stap 4

Stap 5 Stap 6 Stap 7 De inversor

Figuur 21: De constructiestappen voor de inversor van Hart
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5.3 Rekenbewijs

We kiezen nu k = 2, l = 6, m = 12 en n = 2. De verhoudingen worden dan: AO
AB = 2

6 , dus
AP
AD = 4

12 en CQ
CB = 4

12 .

Figuur 22: Bij stelling 8 en voorgaande voorbeeld

Stelling 8. Als P uit figuur 22 de baan van een cirkel met middelpunt S volgt, dan volgt Q
een rechte lijn.

Bewijs.

Stap 1
Punt S en punt O zijn de vaste punten O = (0, 2) en S = (0, 0).

Stap 2
We gaan een parametrizatie maken die we op dezelfde manier opzetten als die bij de inversor
van Peaucellier. Als we een lijn trekken door O en P dan zijn O en P de snijpunten van deze
lijn met de cirkel met straal 2 en middelpunt S. We drukken deze lijn nu uit als x = . . .
in plaats van y = . . .. Bij deze laatste keuze krijgen we namelijk al vrij snel tijdens ons
parametrisatieproces problemen, omdat we dan breuken krijgen met nul in de noemer voor
t = 0.

x = (y − 2)t
x2 + y2 = 4

⇒
x = (y − 2)t
((y − 2)t)2 + y2 = 4

⇒
x = (y − 2)t
y2t2 − 4yt2 + 4t2 + y2 = 4

⇒
x = (y − 2)t
(y − 2)(y(t2 + 1)− 2t2 + 2) = 0

Hierin zien we dat

y = 2 en x = (y − 2)t = 0t = 0, dus (x, y) = O
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of dat:

y(t2 + 1)− 2t2 + 2 = 0 en x = (y − 2)t

Deze laatste oplossing kunnen we nog verder omschrijven naar:

Px = −4
t2+1

t

Py = 2t2−2
t2+1

Hierin zien we dat x→ 0 en y → 2 als t→∞, ofwel het punt O.

Stap 3
Punt A is het snijpunt van een cirkel met straal 4 rond P en straal 2 rond O. Dit geeft de
volgende vergelijkingen:

(Ax −Ox)2 + (Ay −Oy)2 = 22 = 4
(Ax − Px)2 + (Ay − Py)2 = 42 = 16

We moeten dus aan de computer vertellen dat:

A2
x + (Ay − 2)2 − 4 = 0

(Ax − −4
t2+1

t)2 + (Ay − 2t2−2
t2+1

)2 − 16 = 0

De computer geeft de volgende snijpunten:

Ax = 1
2

3t2+3−2w
t

Ay = w

Hierin is: w = 1
2

3+7t2±
√

15t2+22t4−9t6

t2+1
.

In Ax zien we een klein probleempje ontstaan. Als we in de beginsituatie t = 0 zitten,
dan bestaat Ax niet. Om dit probleem te omzeilen zullen we t ≤ 0 en t ≥ 0 apart benaderen.
Laten we eerst kijken naar A met t ≥ 0. Het blijkt dat we de +-versie van w nodig hebben
om het gezochte snijpunt te krijgen. Omdat t positief is mogen we de t2 uit de wortel halen
en deze vervangen met een t voor de wortel.

Ax = 1
2

3t2+3− 3+7t2+t
√

15+22t2−9t4

t2+1

t = 1
2

3t3−t−
√

22t2+15−9t4

t2+1

Ay = 1
2

3+7t2+t
√

15+22t2−9t4

t2+1

Als we nu kijken naar t ≤ 0 dan blijkt dat we de andere versie van w moeten gebruiken als
voor positieve t. Dit geeft wel dezelfde Ax en Ay omdat het buiten de wortel halen van de t2

nu een −t voor de wortel geeft. Het blijkt zelfs dat alle punten kunnen worden beschreven
met dezelfde parametrisatie voor zowel positieve als negatieve t.

Stap 4
B ligt op één lijn met A. De afstand van O tot B is twee keer de afstand van A tot O. De
’min’ die in de onderstaande formule staat komt doordat A aan de andere kant van O ligt als
B.

Bx = −2Ax = −3t3+t+
√

15+22t2−9t4

t2+1

Deze truc passen we ook toe voor de y-coördinaat. By ligt twee keer zo ver boven de lijn
y = 2 als dat Ay onder deze lijn ligt:
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By = 2(2−Ay) + 2 = 6 + −3−7t2−t
√

15+22t2−9t4

t2+1

Stap 5
Het punt D ligt op één lijn met A en P . De verhoudingen in afstanden tussen de verschillende
punten is: AD = 3 ·AP . Dit geeft:

Dx = Px − 2(Ax − Px) = − 12t
t2+1

+ −3t2+t+
√

15+22t2−9t4

t2+1

Dy = Py − 2(Ay − Py) = 6t2−6
t2+1

+ −3−7t2−t
√

15+22t2−9t4

t2+1

Stap 6
Voor punt C gebruiken we dat het een snijpunt is van de cirkel met middelpunt D en straal
6 en de cirkel met middelpunt B en straal 12. Dit geeft ons in eerste instantie twee snijpun-
ten. Door enkele waarden voor t in te vullen, kom je er al snel achter dat de onderstaande
coördinatie de juiste zijn.

Cx = 1
4

−38t2+4t
√
−(9t2+5)(t2−3)−6

√
15t2+22t4−9t6−30t4

(t2+1)

Cy = 1
4

−22t2−4t
√
−(9t2+5)(t2−3)−30+6

√
15+22t2−9t4

t2+1

Stap 7
Het punt Q ligt op de lijn BC. Met dezelfde truc als bij P krijgen we:

Qx = Cx + Bx−Cx
3 = −6t

Qy = Cy + By−Cy

3 = −4

We zien dat Qy constant is. Hiermee is stelling 8 bewezen.
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5.3.1 Grenzen

In de parametrisatie zien we de volgende wortel een aantal keren:
√

22t2 + 15− 9t4 =
√
−(9t2 + 5)(t2 − 3)

Hieruit volgt dat:

−(9t2 + 5)(t2 − 3) ≥ 0, ofwel (t2 − 3) ≤ 0

Over t kunnen we dus zeggen:

−
√

3 ≤ t ≤
√

3

De rechte lijn loopt dus tussen x = −6
√

3 en x = 6
√

3. De verklaring hiervoor is weer te
vinden met behulp van Pythagoras (zie figuur 23).

Figuur 23: Pythagoras

? =
√

122 − 62 =
√

36 · 3 = ±6
√

3

Ook in figuur 24 is goed te zien dat dit klopt. De horizontale lijn die door het punt Q
wordt getrokken loopt van x = −6

√
3 ≈ −10.4 tot x = 6

√
3 ≈ 10.4.

Figuur 24: Voor de rechte lijn geldt: −6
√

3 ≤ x ≤ 6
√

3.

We zien ook dat P niet een hele cirkel rond S maakt. De punten waar P stopt kunnen
we eenvoudig uitrekenen.

P (
√

3) = (−
√

3, 1) en P (−
√

3) = (
√

3, 1)
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5.3.2 Punten

De banen van alle punten staan in figuur 25. De beweging die A, B en D maken als t
negatief is zijn erg bijzonder. Voordat we in het grensgeval zijn aangekomen, bewegen deze
punten alweer in een andere richting. De punten A en B gaan een stukje terug over de
cirkelbaan die ze eerder hebben afgelegd. Punt D maakt een grappig hoekje. De reden
waarom deze gebeurtenissen plaatsvinden is dat Px nadat hij zijn maximale waarde bereikt
weer iets afneemt. Dit is bij Px = 2, dus als t = −1. Punt C heeft zo’n hoekje op het moment
dat Px zijn minimale waarde bereikt en daarna weer iets toeneemt. Dit is bij t = 1.

A B C

D P Q

Figuur 25: Een aantal punten doorlopen bijzondere banen.

30



5.4 Algemeen rekenbewijs

Figuur 26: Inversor van Hart

Ook voor het algemene geval, met de letters zoals in figuur 26 kan een rekenbewijs worden
gegeven. Ik zal dit bewijs hiet niet helemaal uitschrijven omdat er hele grote uitdrukkingen
in voor komen. De belangrijkste resultaten van het bewijs zijn dat:

Qx = −1
2

(lm2−km2−l3+kl2)kt
l2n

en Qy = −1
2
−k2m2+lkm2−l3k+k2l2−2l2n2

l2n

5.4.1 Grenzen

Net als bij de inversor van Peaucellier hebben we ook nu te maken met een enorme wortel
tijdens onze berekeningen. Het gaat nu om de wortel uit:

−(−4l2n2+k2l2−2k2ml+k2m2+k2l2t2−2k2mt2l+k2m2t2)(−4l2n2+k2l2+2k2ml+k2m2+k2l2t2+2k2mt2l+k2m2t2)

We laten weer Maple uitrekenen voor welke waarden van t deze uitdrukking 0 is. Dat geeft
ons:

±
√

(2ln)2−k2(l−m)2

(l−m)k , ±
√

(2ln)2−k2(l+m)2

(l+m)k

Als we dit benaderen met de stelling van Pythagoras en we lossen dit op dezelfde manier
als bij Peaucellier op, dan komt er uit dat we te maken hebben met de eerste van deze
twee uitdrukkingen. De stappen om tot deze conclusie te komen zijn iets lastiger dan bij
Peaucellier. Dit komt vooral omdat er goed op de tekens van de verschillende factoren moet
worden gelet.
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5.5 Enkele meetkundige eigenschappen

De inversor van Hart is meetkundig gezien een interessant voorwerp. Er zijn namelijk heel veel
gelijkvormige driehoeken in te herkennen. Met deze driehoeken kunnen we bewijzen dat de
constructie inderdaad inversie uitvoert. Hiervoor zullen we eerst een aantal andere stellingen
doorlopen.

Figuur 27: AC en BD zijn evenwijdig.

Stelling 9. De lijnstukken AC en BD in de inversor van Hart, zoals gegeven in figuur 27,
zijn evenwijdig.

Bewijs. De lijnstukken AD en BC snijden elkaar in het punt K.

|AB| = |CD|
|AD| = |BC|

⇒
4ABD ∼= 4CDB
4ABC ∼= 4CDB

⇒
∠BDA = ∠DBC
∠BCA = ∠DAC

Hieruit volgt dat 4AKC en 4BKD gelijkbenige driehoeken zijn. Omdat ∠AKC en
∠BKD overstaande hoeken zijn weten we nu dat:

∠AKC = ∠BKD

⇒
4AKC ∼ 4BKD

⇒
∠CAK = ∠KDB

⇒
∠DAC = ∠BDA

Omdat ∠CAD en ∠ADB gelijk zijn hebben we hier te maken met Z-hoek. Hieruit conclu-
deren we dat AC en BD evenwijdig lopen.
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5.5.1 Verhoudingen

De verhoudingen die gelden binnen de inversor van Hart, hebben te maken met evenwijdige
lijnstukken. We weten al dat voor een inversie geldt dat het centrum van inversie, een punt en
het beeld van dit punt op één lijn liggen. Als we de constructie uit figuur 27 in een willekeurige
positie leggen, dan kunnen we een punt O op lijnstuk AB kiezen en vanuit O een lijn trekken
die door AD, BC en CD gaat. Hierbij noemen we P het snijpunt van de lijn met AD, Q het
snijpunt met BC en R het snijpunt met CD. De lijn die we tekenen, trekken we evenwijdig
aan de lijnstukken AC en BD. We schilderen als het ware de punten op de balken en halen
dan onze extra evenwijdige lijn weer weg. De punten kunnen dus niet over de balk heen en
weer bewegen. Er geldt dan de volgende stelling.

Stelling 10. Voor elke mogelijke postitie van de constructie in figuur 28 liggen de punten O,
P , Q en R op een rechte lijn.

Figuur 28: Hart met lijn

Bewijs.
Punt O is een vast punt op AB dus AO : AB is constant. Op dezelfde manier is P een vast
punt op AD dus AP : AD is ook constant. Voor de beginsituatie zoals in figuur 28 weten we
dat OP en BD evenwijdig lopen.

OP ||BD
AO : AB = constant
AP : AD = constant


⇒

AO : AB = AP : AD = constant

Samen met het gegeven dat 4ABD en 4AOP een gemeenschappelijke hoek hebben bij
A, geeft dit dat 4ABD ∼ 4AOP . Hieruit volgt dat voor elke positie van de constructie
geldt dat OP ||BD.

Op dezelfde manier kunnen we laten zien dat AO : AB = CQ : CB constant is, 4ABC ∼
4OBQ en dus OQ||AC. Tenslotte doen we dit truckje nogmaals om te laten zien dat CR :
CD = CQ : CB constant is, 4CDB ∼ 4CRQ en dus RQ||DB.

We weten nu dat OP ||BD, OQ||AC en RQ||DB en we wisten al dat AC||BD. Hieruit
volgt dat O, P , Q en R altijd op een rechte lijn evenwijdig aan AC en BD liggen.

Een conclusie die we ook uit dit bewijs kunnen trekken is dat als we willen dat O, P en
Q altijd op een rechte lijn liggen, iets dat we graag willen om inversie aan te tonen, dat de
punten dan moeten voldoen aan:
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AO
AB = AP

AD = CQ
CB

Deze verhoudingen hebben we eerder gezien. Het zijn namelijk de verhoudingen die we ook
hebben gebruikt bij de constructie van de inversor van Hart.

5.6 Inversor

We gaan nu aantonen dat er in de inversor van Hart ook daadwerkelijk gebruik maakt van de
inversie-regel.

Stelling 11. De inversor van Hart is een inversor.

Bewijs. Door de gelijkvormigheid die we in het bewijs van stelling 10 hebben aangetoond,
kunnen we zeggen:

OP : BD = AO : AB
OQ : AC = OB : AB

⇒
OP ·AB = AO ·BD
OQ ·AB = OB ·AC

Als we de delen van de twee vergelijkingen die aan dezelfde kant van het =-teken staan met
elkaar vermenigvuldigen krijgen we:

OP ·OQ · (AB)2 = AO ·BD ·OB ·AC
⇒

OP ·OQ = AO·OB
(AB)2

·BD ·AC

Voor inversie willen we dat OP ·OQ = a2. De breuk aan de rechterkant van het =-teken is al
constant. We gaan nu aantonen dat de rest constant is. Hiervoor tekenen een lijn evenwijdig
aan AB en door D (zie figuur 29). Het snijpunt met AC noemen we E. De andere lijn is een
lijn loodrecht op AC door D. Het snijpunt van AC en de lijn noemen we F .

Figuur 29: Hart: extra lijnen

AB = ED = CD
∠CFD = ∠EFD = 90◦

}
⇒
4CFD = 4EFD

34



⇒
EF = FC

We schrijven het deel dat we constant willen hebben anders op:

BD ·AC = (AF + FC)(AF − EF ) = (AF + FC)(AF − FC)

⇒
BD ·AC = (AF )2 − (FC)2

Op de driehoeken AFD en CFD laten we de stelling van Pythagoras los. Dit geeft ons:

(AF )2 + (FD)2 = (AD)2

(FC)2 + (FD)2 = (CD)2

⇒
(AF )2 − (FC)2 = (AD)2 − (CD)2

We hebben nu dus dat: BD·AC = (AF )2−(FC)2 = (AD)2−(CD)2. Dit is constant want AD
en CD hebben constante lengte. Dus: OP ·OQ = AO·OB

(AB)2
· ((AD)2 − (CD)2) = constant.

De inversor van Hart is dus daadwerkelijk een inversor. In dit geval hebben we te maken
met een inversie met straal:

a =
√

AO·OB
(AB)2

· ((AD)2 − (CD)2)

Omdat P door constructie alleen een cirkelbeweging kan maken en omdat we weten dat de
inverse van een cirkel een lijn is, weten we nu dus zeker dat Q langs een rechte lijn beweegt.

5.7 Getallenvoorbeeld

In het voorbeeld zoals in het rekenbewijs krijgen we:

a =
√

2·4
62 · (122 − 62) = 2

√
6

Figuur 30: Inversiecirkel

In figuur 30 lijkt het misschien zo dat de inversiecirkel door het snijpunt van AD en BC
gaat. Dat is in deze positie van de inversor toevallig zo, in het algemeen geldt dat niet.
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6 Kempe

De wiskundige James Joseph Sylvester geeft in 1874 een lezing over Peaucelliers inversor:
On recent discoveries in mechanical conversion of motion [3]. Deze lezing is in hetzelfde jaar
als dat Hart zijn inversor ontdekt, maar dan iets eerder. Met zijn lezing wil Sylvester de
inversoren onder de aandacht brengen van de Engelse wiskundigen. Een van de aanwezigen
is Alfred Bray Kempe. Voor Sylvester en Kempe is dit het begin van een samenwerking die
zal leiden tot een nieuwe inversor.

Niet alleen Kempe is gefascineerd door het verhaal van Sylvester. Ook andere wiskundigen
zijn enthousiast. Tijdens een diner-afspraak neemt Sylvester een beweegbaar exemplaar van
de Peaucellier inversor mee. Als een van de gasten, Sir William Thomson, een tijdje met de
inversor heeft gespeeld en Sylvester het exemplaar weer komt ophalen roept Thomson uit:
No! I have not had nearly enough of it, it is the most beautiful thing I have ever seen in my
life. [2]

Een paar jaar later in 1877 geeft Alfred Bray Kempe zelf een lezing met de titel: How to
draw a straight line; a lecture on linkages. Deze lezing wordt gepubliceerd en is nu nog terug
te lezen in boekvorm [5] en op meerdere internetsites [6]. Een van de onderwerpen die Kempe
behandelt is de ontstaansgeschiedenis van de Sylvester-Kempe inversor (zie figuur 31). We
zullen de geschiedenis volgen zoals Kempe deze beschrijft, al zal het verhaal zoals Kempe het
beschrijft misschien ook niet overal kloppen. Kempe zegt hierover namelijk het volgende:

,,I do not know how or why, it is often very difficult to go back and find whence one’s ideas
originate.”

Figuur 31: Sylvester-Kempe inversor

6.1 Een idee

Het begint allemaal weer bij een drie-balken constructie, gebaseerd op het idee van Watt.
De constructie (zie figuur 32a) bestaat uit twee evenlange balken, waarbij elke balk één vast
uiteinde (C, B) heeft. De vrije uiteinden zijn met elkaar verbonden via een derde balk, met
een andere lengte.
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a b c

Figuur 32: Meerdere plaatjes

Kempe vraagt zich af of er een relatie is tussen een punt op de ’vrije’ balk in deze con-
structie en een punt in een andere constructie. Deze andere constructie is de constructie (zie
figuur 32b) waarbij hij twee balken, van ongelijke lengte, omwisselt. Om dit te onderzoeken
trekt hij een van de balken in zijn nieuwe constructie door. Hij markeert op de balk AD het
punt P dat hij gaat onderzoeken. Dit punt kan niet bewegen over de balk AD.

Op de nieuwe balk markeert hij het punt P ′ (zie figuur 32c). Dit is het snijpunt van de
nieuwe balk met de lijn vanuit C door P . Dit nieuwe punt P ′ is een punt op de verlenging
van EA. Dit punt ligt vast op de balk, ofwel de lengte P ′A is constant:

Stelling 12. De afstand tussen P ′ en A in de beweegbare constructie in figuur 32c is voor
alle mogelijke posities van de constructie constant.

Bewijs. ∠DPC = ∠APP ′

∠CDP = ∠P ′AP
∠PCD = ∠PP ′A

⇒
4CDP ∼ 4P ′AP

De verhouding tussen de driehoek binnen het parallellogram CEAD en de driehoek daar-
buiten is altijd gelijk omdat DP en AP een vaste lengte hebben, dus:

binnen · APDP = buiten

⇒
P ′A = CD · APDP

CD, AP en DP zijn allemaal constant, dus P ′A is constant.

Voortbouwend op de vorige stelling kunnen we nog een andere stelling bewijzen.

Stelling 13. De verhouding CP ′ : CP in de beweegbare constructie in figuur 32c is voor alle
mogelijke posities van de constructie constant.

Bewijs. ∠ECP ′ = ∠APP ′

∠P ′EC = ∠P ′AP
∠CP ′E = ∠PP ′A

⇒
4P ′EC ∼ 4P ′AP

Samen met stelling 12 geeft dit:
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4P ′EC ∼ 4P ′AP ∼ 4CDP

De verhouding tussen de driehoek die geheel binnen het parallellogram ligt en de driehoek
die gedeeltelijk daarbuiten ligt is altijd gelijk omdat CD en P ′E (of DP en CE) een vaste
lengte hebben, dus:

binnen · P ′ECD = gedeeltelijk buiten

⇒
CP ′ = CP · P ′ECD

Dus CP ′ : CP is constant.

Deze conclusie is interessant want dit betekent dat de baan die P ′ doorloopt hetzelfde is
als de baan die P doorloopt alleen dan groter.

6.1.1 Sylvester ziet mogelijkheden

Kempe vertelt aan Sylvester welke relatie hij heeft ontdekt tussen P en P ′. Deze laatste ziet
meteen dat de eigenschap niet alleen geldt voor punten op de ’vrije’ balk, maar voor alle
punten in een bepaald gebied.

a b c

Figuur 33: De gebieden waar Sylvester het over heeft zijn de driehoeken. Er zijn een aantal
hulplijnen toegevoegd.

In figuur 33a zien we weer dezelfde drie-balken constructie als eerder. Nu ligt punt P
niet op AD maar is het een hoekpunt van een driehoek die als een van de zijden AD heeft.
We voegen nog een driehoek aan ons figuur toe (figuur 33b). De driehoek AEP ′ is door
constructie gelijkvormig aan PDA, met ∠AEP ′ = ∠PDA en ∠DAP = ∠EP ′A.

De eigenschappen van deze constructie zijn dat de verhouding P ′C : PC constant is en
dat ook ∠PCP ′ constant is. Dit kunnen en willen we natuurlijk bewijzen.

Stelling 14. De verhouding CP ′ : CP in de beweegbare constructie in figuur 33b is voor alle
mogelijke posities van de constructie constant.

Bewijs. Het idee is om te laten zien dat 4P ′EC ∼ 4CDP en de verhouding tussen de
driehoeken constant is. Hiervoor laten we eerst zien dat twee hoeken, in figuur 33c de stompe
hoeken, gelijk zijn. Daarna gebruiken we dat voor elk van de twee aanliggende zijden de ver-
houding tussen de twee driehoeken gelijk en constant is. De driehoeken zijn dan gelijkvormig
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met een constante vergrotingsfactor. Er geldt dan dus ook dat CP ′ : CP .

De driehoeken hebben tenminste twee gelijke hoeken, want:

∠AEC = ∠CDA( door constructie)
∠AEP ′ = ∠PDA

⇒
∠P ′EC = ∠CDP

Omdat we twee gelijkvormige driehoeken (AEP ′ ∼= PDA) hebben geconstrueerd, geldt
dat: P ′E : EA = AD : DP .

We weten ook dat: EA = CD en AD = CE. Als we dit invullen krijgen we:

P ′E : EA = AD : DP = c

⇒
P ′E : CD = CE : DP = c

Dit geeft samen met de gelijke hoek dat:

4P ′EC ∼ 4CDP
⇒

P ′E : CD = CE : DP = CP ′ : PC

Omdat de eerste twee van deze drie verhoudingen constant zijn, is de derde dat ook. Dus
P ′C : PC is constant.

Stelling 15. Voor de beweegbare constructie in figuur 33c geldt dat ∠PCP ′ constant is.

Bewijs. ∠DCE + ∠ADC = ∠DCP + ∠PCP ′ + ∠P ′CE + ∠ADC = constant = 180◦

∠P ′CE = ∠DPC

⇒
∠DCP + ∠PCP ′ + ∠DPC + ∠ADC + ∠PDA = 180 +◦ ∠PDA

⇒
4DCP + ∠PCP ′ = 180 +◦ ∠PDA

⇒
∠PCP ′ = ∠PDA = constant

6.1.2 Pantograaf en plagiograaf

De banen die de punten uit figuur 32a en figuur 33c afleggen worden veroorzaakt doordat
B en C punten zijn die vast aan de ondergrond zitten. We laten nu balk AB weg. In de
eerste constructie heeft de baan van P ′ nu nog steeds dezelfde vorm als de baan van P , alleen
met een bepaalde vergrotingsfactor die afhangt van de positie van P op de balk AD. Deze
constructie wordt ook wel een pantograaf genoemd.

Als we een afbeelding willen vergroten of verkleinen, dan plaatsen we een potlood in punt
P ′ en volgen we met punt P elke lijn van onze afbeelding. Het potlood tekent dan onze
afbeelding, alleen dan groter of kleiner. De pantograaf bestaat al op het moment dat Kempe
en Sylvester er mee bezig zijn. De eerste pantograaf werd namelijk al ruim 270 jaar eerder
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gemaakt door Christoph Scheiner in 1603 [8]. Het principe wordt nu nog steeds gebruikt in
grafeermachines (zie figuur 34).

Figuur 34: Een pantograaf [9]

Met de tweede constructie zal onze tekening ook worden vergroot of verkleind, maar hier
wordt de baan ook nog gedraaid onder een hoek die afhangt van de positie van P en P ′. Dit
wordt ook wel een plagiograaf of scheef-pantograaf genoemd. Deze naam werd bedacht door
Sylvester. In Nature (zie figuur 35) beschrijft hij de werking.

Figuur 35: Enkele fragmenten uit Nature [10]

6.2 Een uitbreiding van Hart

Na de ontdekking van de plagiograaf doen Kempe en Sylvester allebei, volgens Kempe gelijk-
tijdig, dezelfde ontdekking:

it occurred to him and to me simultaneously - our letters announcing our discovery to each
other crossing in de post

De ontdekking die ze doen is dat het idee van de plagiograaf kan worden uitgebreid naar
de constructie van Hart. Beter gezegd: het levert een constructie waarvan Hart een speciaal
geval is. De stap van de pantograaf naar de plagiograaf is te vergelijken met de stap van de
inversor van Hart naar de nieuwe constructie. Hiervoor nemen we een inversor van Hart en
knikken de balken in de punten die op een rechte lijn lagen (zie figuur 36b en 37b). Deze
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punten lagen op een rechte lijn, maar worden nu de hoeken van een vierhoek. Elke balk wordt
onder dezelfde hoek geknikt. De inversor van Hart is dus een inversor van Kempe en Sylvester
met hoeken van 180◦

a b

Figuur 36: Enkele afbeelding die bij de lezing staat afgedrukt. We zien de inversor van Hart,
voor (a) en na (b) knikken van de balkjes. De tekeningen komen uit de gepubliceerde versie
van de lezing van Kempe en zijn gemaakt door zijn broer.

In zijn lezing neemt Kempe een Hart-inversor waarbij de knikpunten in het midden van
de balkjes liggen. Hij knikt de balkjes allemaal in een hoek van 90◦ (zie figuur 36b). Kempe
beweert dat de punten die eerst op een rechte lijn lagen, nu de hoeken zijn van een parallello-
gram met constante hoeken en een constante oppervlakte. Dit legt hij verder niet uit, maar
dit is te bewijzen. Om het bewijs wat algemener te maken, knikken we de balken nu niet
precies in het midden en ook niet in een hoek van 90◦ (zie figuur 37b). Je kan de constructie
ook vanuit een ander oogpunt bekijken. In plaats van knikken van de bestaande balken voe-
gen we balken toe, door op elke zijde van de inversor van Hart een driehoek te plakken. Deze
driehoeken zijn allemaal gelijkvormig en twee hoeken die naast elkaar liggen hebben dezelfde
grootte.

a b c

Figuur 37: De inversor van Hart: normaal (a), geknikte zijden (b) en toegevoegde driehoeken
(c).
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6.3 Constructie op de computer

De grote driehoek in de inversor heeft zijden met lengte l, m en n. Omdat de kleine driehoek
gelijkvormig is met de grote driehoek kunnen we de lengte zijden van de kleine driehoek uit-
drukken in de lengte van de zijden van de grote driehoek, dus: xl, xm en xn. Stap 1:
We nemen een vast punt O en een vast punt S met OS = k.

Stap 2:
Punt P ligt op de cirkel met middelpunt S en straal k.

Stap 3:
Punt A is een snijpunt van de cirkel met middelpunt O en straal xl en een cirkel met
middelpunt P straal l.

Stap 4:
Punt B is een snijpunt van de cirkel met middelpunt O en straal xm en de cirkel met
middelpunt A en straal xn.

Stap 5:
Punt D is een snijpunt van de cirkel met middelpunt A en straal n en de cirkel met middelpunt
P en straal m.

Stap 6:
Punt C is een snijpunt van de cirkel met middelpunt D en straal xn en de cirkel met
middelpunt B en straal n.

Stap 7:
Punt Q is een snijpunt van de cirkel met middelpunt B en straalm en de cirkel met middelpunt
C en straal l. Punt R is een snijpunt van de cirkel met middelpunt D en straal xm en de
cirkel met middelpunt C en straal xl.

Stap 1 Stap 2 Stap 3 Stap 4

Stap 5 Stap 6 Stap 7 De inversor

Figuur 38: De constructiestappen voor de inversor van Kempe en Sylvester
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6.4 Parallellogram van Kempe en Sylvester

6.4.1 Constante hoeken

Stelling 16. De punten O, P , R en Q uit figuur 37b en 37c zijn hoekpunten van een parallello-
gram waarvan de grootte van de hoeken niet afhangt van ∠BAD.

Bewijs. Door het knikken van balken, of door het toevoegen van driehoeken aan de inversor
van Hart, hebben we vier driehoeken gemaakt.

Figuur 39: Inversor van Kempe en Sylvester. De getallen in de hoeken zijn voor de
overzichtelijkheid van het bewijs.

Omdat er bij de constructie van Hart bepaalde verhoudingen gelden, zijn de vier driehoeken
gelijkvormig. Die verhoudingen zijn: AO

AB = AP
AD = CQ

CB = CR
CD . Kortgezegd:

4AOB ∼= 4CRD ∼ 4CQB ∼= 4APD

Uit de gelijkvormigheid volgt: ∠B1 = ∠D3 = ∠B3 = ∠D1.
De ’ontbrekende’ lijnen hebben een constante lengte en er geldt dat:

AB = CD
AD = BC

⇒
4ABD ∼= 4DCA
4CDB ∼= 4BAC

⇒
rechterhelft strik ∼= linkerhelft strik

⇒
∠B12 = ∠D12

We kunnen met dit gegeven en het eerdere gegeven dat heel veel hoeken gelijk zijn, ∠B23

omschrijven in ∠D23:

∠B23 = ∠B12 − ∠B1 + ∠B3 = ∠B12 = ∠D12 = ∠D23 − ∠D3 + ∠D1 = ∠D23

We willen bewijzen dat we te maken hebben met een parallellogram. Dit kunnen we doen
door te bewijzen dat de overstaande zijden even lang zijn.
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∠B23 = ∠D23

OB = RD
BQ = DP

⇒
4OBQ ∼= 4RDP

⇒
QO = PR

Op dezelfde manier kunnen we aantonen dat PO = QR. De overstaande zijden (OQ en
PR, OP en QR) zijn evenlang, dus het gaat hier over een parallellogram.

Voor een parallellogram geldt ook dat de overstaande hoeken gelijk zijn. Om te laten
zien dat de hoeken van het paralellogram niet afhangen van ∠BAD, is het voldoende om te
bewijzen dat de som van twee overstaande hoeken hier niet van af hangt. We kijken naar:
∠P23 + ∠Q23.

4OAP ∼= 4RCQ ⇒ ∠P1 = ∠Q3

4OBQ ∼= 4RDP ⇒ ∠Q1 = ∠P3

⇒
∠P23 + ∠Q23

=
∠P12 − ∠P1 + ∠P3 + ∠Q12 − ∠Q1 + ∠Q3

=
∠P12 + ∠Q12

We weten dat door constructie ∠P12 = ∠Q12 en deze hoeken hangen niet af van ∠BAD en
omdat ∠P23 = ∠Q23, weten we nu dat ∠P23 en ∠Q23 niet afhangen van ∠BAD. De grootte
van deze hoeken is gelijk aan de hoek waarmee we in het begin de balken van Hart hebben
gebogen.
De andere twee hoeken van het parallellogram zijn ook constant omdat twee hoeken die naast
elkaar in het parallellogram liggen samen altijd 180◦ zijn.

6.4.2 Constante oppervlakte

Figuur 40: De situatie

44



Stelling 17. De oppervlakte van het parallellogram OPRQ (in o.a. figuur 40) hangt niet af
van ∠BAD, ofwel PO ·OQ hangt niet af van ∠BAD.

Bewijs.

Figuur 41: Door 4ADP te draaien en te verkleinen krijgen we 4AOB.

Eerst schalen we onze constructie zodat AD = 1. AB krijgt dan een lengte die we zullen
aanduiden met x. We leggen onze constructie op het complexe vlak zodat A = 0 en D = 1.
Punt B kan worden verkregen door punt D rond de oorsprong te draaien met hoek α en
daarna te verkleinen door te vermenigvuldigen met x. Dus B = xeiα. De hoek α is de hoek
waar in de stelling over wordt gesproken.

Van 4ADP hebben we nu alleen punt P ∈ C nog niet. Hier zoeken we later nog een
uitdrukking voor.

We kunnen 4AOB uit 4APD krijgen door eerst te draaien om A = 0 over een hoek
α, dit doen we door te vermenigvuldigen met eiα. Daarna schalen we de driehoek door te
vermenigvuldigen met x. We krijgen dan: O = xeiαP

We hebben nu drie hoekpunten van het trapezium ABDC en gaan op zoek naar een
beschrijving voor het vierde hoekpunt, punt C.

Figuur 42: Punt C ligt op een lijn door A die evenwijdig is aan BD.
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De richting van de lijn tussen A en D is hetzelfde als die van de lijn tussen B en D. Eerder
hebben we immers bewezen dat deze lijnstukken evenwijdig lopen. We weten dus dat C op
een lijn door A = 0 met richting 1− xeiα, dus: C = λ(1− xeiα).

Er geldt dat AD = BC = 1 en AB = CD = x, dus:

BC = |xeiα − λ(1− xeiα)| = |λ− x(λ+ 1)eiα| = 1
CD = |λ(1− xeiα)− 1| = |λ− 1− xλeiα| = x

⇒
1 = (λ− x(λ+ 1)eiα)(λ− x(λ+ 1)e−iα)
x2 = (λ− 1− xλeiα)(λ− 1− xλe−iα)

⇒
1 = λ2 + x2(λ+ 1)2 − xλ(λ+ 1)2 cosα
x2 = (λ− 1)2 + x2λ2 − xλ(λ− 1)2 cosα

⇒
x2 − 1 = λ(−2x2 + 4x cosα− 2) + 1− x2

⇒
λ = 1−x2

x2−2x cos(α)+1

Dus: C = 1−x2

x2−2x cos(α)+1
(1− xeiα)

Figuur 43: Punt Q ligt op een lijn die een hoek α maakt met BC.

We gaan nu op zoek naar punt Q, maar eerst bedenken we een uitdrukking voor P . We
krijgen P door D = 1 om A = 0 over een hoek β te draaien en dan te vermenigvuldigen met
p: P = peiβ.
Op dezelfde manier vinden we Q door Bxeiα om C = λ(1 − xeiα) te draaien en daarna de
lengte te veranderen:

Q

=
C + peiβ(xeiα−C)

=
λ(1− xeiα) + pxei(α+β) − pλeiβ(1− xeiα)
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=
λ(1− peiβ)(1− xeiα) + pxei(α+β)

We kunnen nu de afstand tussen O = xeiαP = pxei(α+β) en Q uitrekenen:

OQ = |Q−O| = λ|(1− peiβ)| · |(1− xeiα)|
PO = |P −O| = |P − xeiαP | = |P | · |1− xeiα| = p|eiβ| · |1− xeiα|

Nu kunnen we eindelijk kijken naar PO ·OQ:

|PO| · |OQ|
=

p · λ|1− xeiα|2 · |1− peiβ| · |eiβ|
=

p|1− peiβ| · |eiβ| · λ · (1− xeiα)(1− xe−iα)

=
p|1− peiβ| · |eiβ| · 1−x2

x2−2x cos(α)+1
(1 + x2 − 2x cosα)

=
p|1− peiβ| · |eiβ| · (1− x2)

Hier zien we dat |PO| · |OQ| niet afhangt van hoek α maar alleen van de grootte en de
vorm van de driehoeken.

6.5 Nature

Figuur 44: Enkele fragmenten uit een artikel van Nature [11]

In Nature (zie figuur 44) schrijft Sylvester dat voor PO ·OQ (constant product of the sides)
dezelfde vergelijking kan worden gebruikt als bij Hart (special case), maar met een aantal
kleine aanpassingen. Deze aanpassingen zijn het vervangen van een aantal zijden door sinus-
sen. Het komt er, met de letters die we tot nu toe steeds hebben gebruikt, op neer dat:

OP ·OQ = sin(∠BAO) sin(∠OBA)

sin2(∠AOB)
((AD)2 − (CD)2)

Omdat we AD = 1 en CD = x hebben gekozen zien we direct dat de gedeelten na de breuk
overeenkomen: 1− x2 = (AD)2 − (CD)2.
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Figuur 45: De driehoek

Dat de breuken ook gelijk zijn, is niet direct duidelijk. Hiervoor gebruiken we de sinusregel
en de cosinusregel. De sinusregel zegt dat voor driehoek ABO geldt dat:

BO
sin(∠A) = AO

sin(∠B) = AB
sin(∠O) = δ.

We kunnen dus schrijven:

sin(∠B) = AO
δ = px

δ en sin(∠O) = AB
δ = x

δ

De cosinusregel geeft ons dat:

(BO)2 = (AO)2 + (AB)2 − 2(AO)(AB) cos(∠A)

⇒
(BO)2 = p2x2 + x2 − 2px2 cos(∠A)

⇒

δ = BO
sin(∠A) = x

√
p2+1−2p cos(∠A)

sin(∠A)

We schrijven nu de breuk uit de Nature-formule om met behulp van de sinusregel:

sin(∠A) · sin(∠B) · 1
(sin(∠O))2

=
sin(∠A) · pxδ ·

(
δ
x

)2
=

sin(∠A) · pδx
=

sin(∠A) · px ·
x
√
p2+1−2p cos(∠A)

sin(∠A)

=
p
√
p2 + 1− 2p cos(∠A)

Ook onze eigen formule gaan we omschrijven:(
|1− peiβ| · |eiβ|

)2
=

(1− peiβ)(1− pe−iβ)(eiβ)(e−iβ)

=
1− pe−iβ − peiβ + p2
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=
p2 + 1− p(eiβ + e−iβ)

=
p2 + 1− 2p cos(∠A)

⇒
p|1− peiβ| · |eiβ| = p

√
p2 + 1− 2p cos(∠A)

De formule die Sylvester in Nature beschrijft is dus gelijk aan de formule die wij hebben
gevonden.

6.6 Inversor?

Eerder hebben we vastgesteld dat voor inversie geldt dat: OP ·OQ = a2 en dat de inverse van
een cirkel die door het centrum van inversie gaat een rechte lijn is. We hebben net bewezen
dat OP · OQ constant is en in de constructie van Kempe en Sylvester is het inderdaad zo,
dat P alleen in een cirkel kan bewegen. We zouden hieruit kunnen concluderen dat we te
maken hebben met een inverse, een cirkel en een rechte lijn, maar dat is een beetje te snel
door de bocht. In de vorige gevallen was het namelijk zo dat het centrum van inversie O,
het bewegende punt P en het beeldpunt Q op een rechte lijn lagen. Dit was zelfs de manier
waarop we de inversie hadden gedefinieerd.

Zowel Kempe als Sylvester beschrijven de baan die door Q wordt doorlopen. In zijn lezing
[5] schrijft Kempe:

In Fig. 16 (zie figuur 36b) the lettering is preserved as in Fig. 12 (zie figuur 36a), so that
the way in which the apparatus is formed may be at once seen. The holes are taken in the
middle of the links, and the bending is through a right angle. The four holes OPO′C lie at
the four corners of a right-angled parallelogram, and the product of any two adjacent sides, as
for example OC ·OP , is constant. It follows that if O be pivoted to the fixed point O in Fig. 6
(zie figuur 46), and C be pivoted to the extremity of the extra link, P will describe a straight
line, not PM , but one inclined to PM at an angle the same as the bars are bent through, i.e.
a right angle. Thus the straight line will be parallel to the line joining the fixed pivots O and
Q.

Figuur 46: Figuur uit de lezing van Kempe

In figuur 47 schrijft Sylvester over de baan.
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Figuur 47: Stuk uit Nature [11] waarin Sylvester schrijft over een rechte lijn

Zowel Kempe als Sylvester schrijven over een rechte lijn. De rechte lijn maakt een hoek
met de x-as die gelijk is aan de vrije hoek van de driehoeken die in de inversor te zien zijn.

Omdat we zowel een cirkel door O hebben (de baan van P ), een punt Q dat een rechte
lijn beschrijft en een vaste waarde voor OP ·OQ concluderen we nu dat we waarschijnlijk te
maken hebben met een inversor. Zowel Kempe als Sylvester doen veel uitspraken die ze niet
met bewijzen onderbouwen. Hierdoor zijn sommige tussenstappen zelfs lastig na te gaan. En
ondanks dat we veel tussenstappen nu zelf hebben bewezen hebben we geen bewijs van de
onderstaande stelling:

De inversor van Kempe en Sylvestor is een inversor (?)
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7 Conclusie

We hebben de inversoren van Peaucellier en Hart zowel via coördinaten als via een meetkundige
weg benaderd. Na lange rekenpartijen en bewijzen, waar vooral de plaatjes een grote rol
speelden, kunnen we nu concluderen dat de lijnen die recht lijken op de modellen die Schilling
gemaakt heeft, ook inderdaad recht zijn. Dit kunnen we jammergenoeg niet zeggen over de
inversor van Kempe en Sylvester. Het is heel waarschijnlijk dat de rechte lijn bij deze inversor
ook echt recht is en we hebben zeker een aantal stappen in de goede richting gezet, maar een
sluitend bewijs hebben we niet gevonden.

Over inversie kunnen we zeggen, dat een van de eigenschappen van deze wiskundige be-
werking is, dat een cirkel die door het centrum van inversie gaat een rechte lijn is. Ook kunnen
we zeggen dat de inverse van een lijn die niet door het centrum van inversie gaat een cirkel
is. Tussendoor kwam ook nog even ter sprake dat de inverse van een lijn door het centrum
van inversie weer een lijn is.

Vooral het boek The Enjoyment of Math [12] heeft een goede basis voor deze scriptie
gelegd. Ook andere literatuur, zoals een lezing door Kempe [5] en een stuk in Nature [11]
door Sylvester was onmisbaar. Mede dankzij deze laatste twee konden we een deel van de
geschiedenis rond de inversoren achterhalen. Zo weten we dat Sylvester eerst niet werd erkend
en hoe Kempe op het idee kwam om een veralgemenisering van de inversor van Hart te
bedenken.
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A Peaucellier met getallen

In de onderstaande Maple-code staat zowel de input als de output die ik heb gebruikt bij
het getallenbewijs waarin ik bewees dat de inversor uit het voorbeeld een cirkel omzet in een
rechte lijn. De input (achter >) is rechtsstreeks gekopieerd uit Maple. Dit is de manier waarop
de code moet worden ingetypt, maar in Maple ziet het er wel iets anders uit. De relevante
output heb ik op dezelfde manier gekopieerd en daarna iets aangepast om de leesbaarheid te
verbeteren.

> Ax(t):=(4-4 t^(2))/(t^(2)+1)

> Ay(t):=(8 t)/(t^(2)+1)

> Vgl1 := (Bx-Ax(t))^2+(By-Ay(t))^2-9

> Vgl2 := (Bx+4)^2+By^2-100

> solve({Vgl1, Vgl2}, {Bx, By})

Bx =(91/16)*t^2+91/16-RootOf((256*t^2+256)*_Z^2+(-4960*t-2912*t^3)*_Z+28210*t^2
-1575+8281*t^4)*t,

By = RootOf((256*t^2+256)*_Z^2+(-4960*t-2912*t^3)*_Z+28210*t^2-1575+8281*t^4)

> solve((256*t^2+256)*_Z^2+(-4960*t-2912*t^3)*_Z+28210*t^2-1575+8281*t^4, _Z)

(1/16)*(155*t+91*t^3+sqrt(-2610*t^2-8281*t^4+1575))/(t^2+1),
-(1/16)*(-155*t-91*t^3+sqrt(-2610*t^2-8281*t^4+1575))/(t^2+1)

> Bx(t):=91/16 t^2+91/16-1/16 (155 t+91 t^3+sqrt(-2610 t^2-8281 t^4+1575))/(t^2+1)t

> simplify(Bx(t))

-(1/16)*(-27*t^2-91+t*sqrt(-2610*t^2-8281*t^4+1575))/(t^2+1)

> By(t):=1/16 (155 t+91 t^3+sqrt(-2610 t^2-8281 t^4+1575))/(t^2+1)

> Cx(t):=91/16 t^2+91/16+1/16 (-155 t-91 t^3+sqrt(-2610 t^2-8281 t^4+1575))/(t^2+1)t

> simplify(Cx(t))

(1/16)*(27*t^2+91+t*sqrt(-2610*t^2-8281*t^4+1575))/(t^2+1)

> Dx(t):=Bx(t)+Cx(t)-Ax(t)

> Dy(t):=By(t)+Cy(t)-Ay(t)

> Dx(t)
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(91/8)*t^2+91/8-(1/16)*(155*t+91*t^3+sqrt(-2610*t^2-8281*t^4+1575))*t/(t^2+1)
+(1/16)*(-155*t-91*t^3+sqrt(-2610*t^2-8281*t^4+1575))*t/(t^2+1)-(4-4*t^2)/(t^2+1)

> simplify(Dx(t))

59/8

> Dy(t)

(1/16)*(155*t+91*t^3+sqrt(-2610*t^2-8281*t^4+1575))/(t^2+1)
-(1/16)*(-155*t-91*t^3+sqrt(-2610*t^2-8281*t^4+1575))/(t^2+1)-8*t/(t^2+1)

> simplify(Dy(t))

(91/8)*t

De restricties bij het voorbeeld heb ik uitgerekend met:

> solve(-2610*t^2-8281*t^4+1575)

(1/7)*sqrt(15), -(1/7)*sqrt(15), (1/13*I)*sqrt(105), -(1/13*I)*sqrt(105)

B Peaucellier met letters

Onderstaande code hoort bij het letter-bewijs in het hoofdstuk over Peaucellier

> Vgl1(t):=Ax^(2)+Ay^(2)-k^(2)

> Vgl2(t):=(Ax+k)t-Ay

> solve({Vgl1(t), Vgl2(t)}, {Ax, Ay})

{Ax = -k, Ay = 0}, {Ax = -k*(-1+t^2)/(1+t^2), Ay = 2*k*t/(1+t^2)}

> Ax(t):=-(k (-1+t^2))/(1+t^2)

> Ay(t):=(2 k t)/(1+t^2)

> Vgl3(t):=(Bx-Ax(t))^(2)+(By-Ay(t))^(2)-l^(2)

> Vgl4(t):=(Bx+k)^(2)+By^(2)-m^(2)

> solve({Vgl3(t), Vgl4(t)}, {Bx, By})

{Bx = -(1/4)*(4*t*RootOf(m^4*t^4+m^4-2*m^2*l^2+l^4+2*l^4*t^2+l^4*t^4+2*m^4*t^2
-4*l^2*t^2*m^2-2*l^2*t^4*m^2-8*k^2*l^2*t^2+16*k^4-8*k^2*l^2+8*m^2*t^2*k^2-8*k^2*m^2
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+(-32*t*k^2-8*m^2*t-8*m^2*t^3+8*t*l^2+8*l^2*t^3)*_Z+(16*t^2+16)*_Z^2, label = _L6)
-m^2-m^2*t^2+l^2*t^2+l^2)/k,

By = RootOf(m^4*t^4+m^4-2*m^2*l^2+l^4+2*l^4*t^2+l^4*t^4+2*m^4*t^2-4*l^2*t^2*m^2
-2*l^2*t^4*m^2-8*k^2*l^2*t^2+16*k^4-8*k^2*l^2+8*m^2*t^2*k^2-8*k^2*m^2+(-32*t*k^2
-8*m^2*t-8*m^2*t^3+8*t*l^2+8*l^2*t^3)*_Z+(16*t^2+16)*_Z^2, label = _L6)/k}

> solve(m^4*t^4+m^4-2*m^2*l^2+l^4+2*l^4*t^2+l^4*t^4+2*m^4*t^2-4*l^2*t^2*m^2
-2*l^2*t^4*m^2-8*k^2*l^2*t^2+16*k^4-8*k^2*l^2+8*m^2*t^2*k^2-8*k^2*m^2+
(-32*t*k^2-8*m^2*t-8*m^2*t^3+8*t*l^2+8*l^2*t^3)*_Z+(16*t^2+16)*_Z^2, _Z)

(1/4)*(4*t*k^2+m^2*t+m^2*t^3-t*l^2-l^2*t^3+sqrt(-m^4*t^4-2*l^4*t^2-l^4*t^4
-2*m^4*t^2-l^4-m^4-16*k^4+8*k^2*m^2+8*k^2*l^2+2*m^2*l^2+4*l^2*t^2*m^2
+2*l^2*t^4*m^2+8*k^2*l^2*t^2+8*m^2*t^2*k^2))/(1+t^2),
-(1/4)*(-4*t*k^2-m^2*t-m^2*t^3+t*l^2+l^2*t^3+sqrt(-m^4*t^4-2*l^4*t^2-l^4*t^4
-2*m^4*t^2-l^4-m^4-16*k^4+8*k^2*m^2+8*k^2*l^2+2*m^2*l^2+4*l^2*t^2*m^2
+2*l^2*t^4*m^2+8*k^2*l^2*t^2+8*m^2*t^2*k^2))/(1+t^2)

> Bx(t):=-(1)/(4)(1)/(k)((4 t)/4 (4 t k^2+m^2 t+m^2 t^3-t l^2-l^2 t^3
+sqrt(-m^4 t^4-2 l^4 t^2-l^4 t^4-2 m^4 t^2-l^4-m^4-16 k^4+8 k^2 m^2
+8 k^2 l^2+2 m^2 l^2+4 l^2 t^2 m^2+2 l^2 t^4 m^2+8 k^2 l^2 t^2+8 m^2 t^2 k^2))
/(1+t^2)-m^(2)-m^(2 )t^(2)+l^(2)t^(2)+l^(2))

> Cx(t):=-(1)/(4)(1)/(k)(-(4 t)/4 (-4 t k^2-m^2 t-m^2 t^3+t l^2+l^2 t^3
+sqrt(-m^4 t^4-2 l^4 t^2-l^4 t^4-2 m^4 t^2-l^4-m^4-16 k^4+8 k^2 m^2
+8 k^2 l^2+2 m^2 l^2+4 l^2 t^2 m^2+2 l^2 t^4 m^2+8 k^2 l^2 t^2+8 m^2 t^2 k^2))
/(1+t^2)-m^(2)-m^(2 )t^(2)+l^(2)t^(2)+l^(2))

> solve(m^4*t^4+m^4-2*m^2*l^2+l^4+2*l^4*t^2+l^4*t^4+2*m^4*t^2-4*l^2*t^2*m^2
-2*l^2*t^4*m^2-8*k^2*l^2*t^2+16*k^4-8*k^2*l^2+8*m^2*t^2*k^2-8*k^2*m^2+
(-32*t*k^2-8*m^2*t-8*m^2*t^3+8*t*l^2+8*l^2*t^3)*_Z+(16*t^2+16)*_Z^2, _Z)

(1/4)*(4*t*k^2+m^2*t+m^2*t^3-t*l^2-l^2*t^3+sqrt(-m^4*t^4-2*l^4*t^2-l^4*t^4
-2*m^4*t^2-l^4-m^4-16*k^4+8*k^2*m^2+8*k^2*l^2+2*m^2*l^2+4*l^2*t^2*m^2
+2*l^2*t^4*m^2+8*k^2*l^2*t^2+8*m^2*t^2*k^2))/(1+t^2),
-(1/4)*(-4*t*k^2-m^2*t-m^2*t^3+t*l^2+l^2*t^3+sqrt(-m^4*t^4-2*l^4*t^2-l^4*t^4
-2*m^4*t^2-l^4-m^4-16*k^4+8*k^2*m^2+8*k^2*l^2+2*m^2*l^2+4*l^2*t^2*m^2
+2*l^2*t^4*m^2+8*k^2*l^2*t^2+8*m^2*t^2*k^2))/(1+t^2)

> By(t):=(1)/(k)(1/4 (4 t k^2+m^2 t+m^2 t^3-t l^2-l^2 t^3+sqrt(-m^4 t^4-
2 l^4 t^2-l^4 t^4-2 m^4 t^2-l^4-m^4-16 k^4+8 k^2 m^2+8 k^2 l^2+2 m^2 l^2
+4 l^2 t^2 m^2+2 l^2 t^4 m^2+8 k^2 l^2 t^2+8 m^2 t^2 k^2))/(1+t^(2)))

> Cy(t):=(1)/(k)(-1/4 (-4 t k^2-m^2 t-m^2 t^3+t l^2+l^2 t^3+sqrt(-m^4 t^4
-2 l^4 t^2-l^4 t^4-2 m^4 t^2-l^4-m^4-16 k^4+8 k^2 m^2+8 k^2 l^2+2 m^2 l^2
+4 l^2 t^2 m^2+2 l^2 t^4 m^2+8 k^2 l^2 t^2+8 m^2 t^2 k^2))/(1+t^(2)))

> Dx(t):=Bx(t)+Cx(t)-Ax(t)
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> Dy(t):=By(t)+Cy(t)-Ay(t)

> simplify(Dx(t))

-(1/2)*(l^2+2*k^2-m^2)/k

> simplify(Dy(t))

-(1/2)*(-m^2+l^2)*t/k

De code die hoort bij het uitrekenen van de restricties staat hieronder. Ik maak gebruik
van A2 +B2 = C2 in een rechthoekige driehoek en Y staat voor Dy

t .

> A := (m^2-2*k^2-l^2)/(2*k)+k

> C := m+l

> Vlg := A^2+B^2-C^2

Vlg := ((1/2)*(m^2-2*k^2-l^2)/k+k)^2+B^2-(m+l)^2

> B := sqrt((m+l)^2-((1/2)*(m^2-2*k^2-l^2)/k+k)^2)

> simplify(%)

(1/2)*sqrt((m+l)^2*(-l^2+2*m*l+4*k^2-m^2)/k^2)

> Y := (m^2-l^2)/(2*k)

> B/Y

2*sqrt((m+l)^2-((1/2)*(m^2-2*k^2-l^2)/k+k)^2)*k/(m^2-l^2)

> simplify(%)

-sqrt((m+l)^2*(-l^2+2*m*l+4*k^2-m^2)/k^2)*k/(-m^2+l^2)

> -sqrt(-l^2+2*m*l+4*k^2-m^2)*(m+l)/(-m^2+l^2)

> simplify(%)

-sqrt(-l^2+2*m*l+4*k^2-m^2)/(l-m)

C Hart met getallen

Onderstaande code hoort bij het getallen-bewijs voor positieve t in het hoofdstuk over Hart.
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> Px(t):=(-4 )/(t^(2)+1)t

> Py(t):=(2 t^(2)-2)/(t^(2)+1)

> Vgl1 := Ax^2+(Ay-2)^2-4

> Vgl2 := (Ax-Px(t))^2+(Ay-Py(t))^2-16

> solve({Vgl1, Vgl2}, {Ax, Ay})

{Ax = -(1/2)*(2*RootOf((4*t^2+4)*_Z^2+(-12-28*t^2)*_Z+9+18*t^2+9*t^4)-3*t^2-3)/t,
Ay = RootOf((4*t^2+4)*_Z^2+(-12-28*t^2)*_Z+9+18*t^2+9*t^4)}

> solve((4*t^2+4)*_Z^2+(-12-28*t^2)*_Z+9+18*t^2+9*t^4, _Z)

(1/2)*(3+7*t^2+sqrt(15*t^2+22*t^4-9*t^6))/(t^2+1),
-(1/2)*(-3-7*t^2+sqrt(15*t^2+22*t^4-9*t^6))/(t^2+1)

> Ax := (3*t^2+3-2*((1/2)*(3+7*t^2+sqrt(15*t^2+22*t^4-9*t^6))/(t^2+1)))/(2*t)

> simplify(%)

-(1/2)*(-3*t^4+t^2+sqrt(-t^2*(-15-22*t^2+9*t^4)))/(t*(t^2+1))

> Ax(t):=-1/2 (-3 t^3+t+sqrt(15+22 t^2-9 t^4))/(t^2+1)

> Ay(t):=1/2 (3+7 t^2+tsqrt(15 +22 t^(2)-9 t^(4)))/(t^2+1)

> Bx := -2*Ax(t)

Bx := (-3*t^3+t+sqrt(15+22*t^2-9*t^4))/(t^2+1)

> Bx(t):=(-3 t^3+t+sqrt(15+22 t^2-9 t^4))/(t^2+1)

> By := 2*(2-Ay(t))+2

By := 6-(3+7*t^2+t*sqrt(15+22*t^2-9*t^4))/(t^2+1)

> By(t):=6-(3+7 t^2+tsqrt(15 +22 t^(2)-9 t^(4)))/(t^2+1)

> Dx := Px(t)-2*(Ax(t)-Px(t))

Dx := 3*Px(t)+(-3*t^3+t+sqrt(15+22*t^2-9*t^4))/(t^2+1)

> Dx(t):=-(12 t)/(t^2+1)+(-3 t^3+t+sqrt(15+22 t^2-9 t^4))/(t^2+1)

> Dy := Py(t)-2*(Ay(t)-Py(t))
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Dy := (3*(2*t^2-2))/(t^2+1)-(3+7*t^2+t*sqrt(15+22*t^2-9*t^4))/(t^2+1)

> Dy(t):=(3 (2 t^2-2))/(t^2+1)-(3+7 t^2+tsqrt(15 +22 t^(2)-9 t^(4)))/(t^2+1)

> CirD := (Dx(t)-Cx)^2+(Dy(t)-Cy)^2-36

CirD := (-12*t/(t^2+1)+(-3*t^3+t+sqrt(15+22*t^2-9*t^4))/(t^2+1)-Cx)^2
+((6*t^2-6)/(t^2+1)-(3+7*t^2+t*sqrt(15+22*t^2-9*t^4))/(t^2+1)-Cy)^2-36

> CirB := (Bx(t)-Cx)^2+(By(t)-Cy)^2-144

CirB := ((-3*t^3+t+sqrt(15+22*t^2-9*t^4))/(t^2+1)-Cx)^2+(6-(3+7*t^2
+t*sqrt(15+22*t^2-9*t^4))/(t^2+1)-Cy)^2-144

> solve({CirB, CirD}, {Cx, Cy})

{Cx = -(1/4)*(RootOf(_Z^2+(44*t^2+8*t*sqrt(-(9*t^2+5)*(t^2-3))+60)*_Z+180*t^6
+1020*t^2+44*t^4+176*t^3*sqrt(-(9*t^2+5)*(t^2-3))+240*t*sqrt(-(9*t^2+5)*(t^2-3))
+900, label = _L1)+60*t^2+30+30*t^4)/(t*(t^2+1)),

Cy = (1/4)*RootOf(_Z^2+(44*t^2+8*t*sqrt(-(9*t^2+5)*(t^2-3))+60)*_Z+180*t^6
+1020*t^2+44*t^4+176*t^3*sqrt(-(9*t^2+5)*(t^2-3))+240*t*sqrt(-(9*t^2+5)*(t^2-3))
+900, label = _L1)/(t^2+1)}

> solve(_Z^2+(44*t^2+8*t*sqrt(-(9*t^2+5)*(t^2-3))+60)*_Z+180*t^6+1020*t^2+44*t^4
+176*t^3*sqrt(-(9*t^2+5)*(t^2-3))+240*t*sqrt(-(9*t^2+5)*(t^2-3))+900, _Z)

-22*t^2-4*t*sqrt(-(9*t^2+5)*(t^2-3))-30+6*sqrt(15*t^2+22*t^4-9*t^6),
-22*t^2-4*t*sqrt(-(9*t^2+5)*(t^2-3))-30-6*sqrt(15*t^2+22*t^4-9*t^6)

> Cx := -(1/4)*(-22*t^2-4*t*sqrt(-(9*t^2+5)*(t^2-3))-30+6*sqrt(15*t^2+22*t^4-9*t^6)
+30*t^4+60*t^2+30)/t(t^2+1)

Cx := -(1/4)*(38*t^2-4*t*sqrt(-(9*t^2+5)*(t^2-3))+6*sqrt(15*t^2+22*t^4-9*t^6)
+30*t^4)/t(t^2+1)

> Cx(t):=-1/4 (38 t^-4 sqrt(-(9 t^2+5) (t^2-3))+6 sqrt(15 +22 t^(2)-9 t^(4))
+30 t^(3))/((t^2+1))

> Cy(t):=1/(4)(-22 t^2-4 t sqrt(-(9 t^2+5) (t^2-3))-30+6 tsqrt(15 +22 t^(2)
-9 t^(4)))/(t^(2)+1)

> Qx := Cx(t)+(Bx(t)-Cx(t))*(1/3)
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Qx := -(1/6)*(38*t-4*sqrt(-(9*t^2+5)*(t^2-3))+6*sqrt(15+22*t^2-9*t^4)+30*t^3)/
(t^2+1)+(1/3)*(-3*t^3+t+sqrt(15+22*t^2-9*t^4))/(t^2+1)

> simplify(%)
-6*t

> Qy := Cy(t)+(By(t)-Cy(t))*(1/3)

Qy := (1/6)*(-22*t^2-4*t*sqrt(-(9*t^2+5)*(t^2-3))-30+6*t*sqrt(15+22*t^2-9*t^4))/
(t^2+1)+2-(1/3)*(3+7*t^2+t*sqrt(15+22*t^2-9*t^4))/(t^2+1)

> simplify(%)

-4

D Hart met letters

Onderstaande code hoort bij het letters-bewijs in het hoofdstuk over Hart.

> Px(t):=(-2*n)/(t^(2)+1)*t

> Py(t):=(n*t^(2)-n)/(t^(2)+1)

> VglCirA1 := Ax^2+(Ay-n)^2-k^2

> VglCirA2 := (Ax-Px(t))^2+(Ay-Py(t))^2-(k*m/l)^2

> solve({VglCirA1, VglCirA2}, {Ax, Ay})

{Ax = -(1/4)*(4*RootOf(k^4*l^4*t^4+2*k^4*l^4*t^2+k^4*l^4+2*k^4*m^4*t^2
+k^4*m^4+k^4*m^4*t^4-4*k^4*m^2*t^2*l^2-2*k^4*m^2*t^4*l^2-2*k^4*m^2*l^2
-16*k^2*l^4*t^2*n^2+16*l^4*t^2*n^4+(-32*l^2*t^2*n^2-8*k^2*m^2*t^2
-8*k^2*m^2+8*k^2*l^2*t^2+8*k^2*l^2)*_Z+(16*t^2+16)*_Z^2,
label = _L6)+k^2*l^2+k^2*l^2*t^2-k^2*m^2*t^2-k^2*m^2)/(l^2*t*n),

Ay = RootOf(k^4*l^4*t^4+2*k^4*l^4*t^2+k^4*l^4+2*k^4*m^4*t^2+k^4*m^4+
k^4*m^4*t^4-4*k^4*m^2*t^2*l^2-2*k^4*m^2*t^4*l^2-2*k^4*m^2*l^2-
16*k^2*l^4*t^2*n^2+16*l^4*t^2*n^4+(-32*l^2*t^2*n^2-8*k^2*m^2*t^2-
8*k^2*m^2+8*k^2*l^2*t^2+8*k^2*l^2)*_Z+(16*t^2+16)*_Z^2, label = _L6)/(n*l^2)}

> solve(k^4*l^4*t^4+2*k^4*l^4*t^2+k^4*l^4+2*k^4*m^4*t^2+k^4*m^4+k^4*m^4*t^4
-4*k^4*m^2*t^2*l^2-2*k^4*m^2*t^4*l^2-2*k^4*m^2*l^2-16*k^2*l^4*t^2*n^2
+16*l^4*t^2*n^4+(-32*l^2*t^2*n^2-8*k^2*m^2*t^2-8*k^2*m^2+8*k^2*l^2*t^2
+8*k^2*l^2)*_Z+(16*t^2+16)*_Z^2, _Z)

(1/4)*(4*l^2*t^2*n^2+k^2*m^2*t^2+k^2*m^2-k^2*l^2*t^2-k^2*l^2+sqrt(2*t^6*k^4*m^2*l^2
+8*k^2*l^4*t^2*n^2+8*k^2*l^4*n^2*t^4-2*k^4*l^4*t^4-k^4*l^4*t^2-k^4*l^4*t^6
-16*l^4*t^2*n^4-t^6*k^4*m^4+8*l^2*t^4*n^2*k^2*m^2+8*l^2*t^2*n^2*k^2*m^2
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+2*k^4*m^2*t^2*l^2+4*k^4*m^2*t^4*l^2-k^4*m^4*t^2-2*k^4*m^4*t^4))/(t^2+1),
-(1/4)*(-4*l^2*t^2*n^2-k^2*m^2*t^2-k^2*m^2+k^2*l^2*t^2+k^2*l^2
+sqrt(2*t^6*k^4*m^2*l^2+8*k^2*l^4*t^2*n^2+8*k^2*l^4*n^2*t^4-2*k^4*l^4*t^4
-k^4*l^4*t^2-k^4*l^4*t^6-16*l^4*t^2*n^4-t^6*k^4*m^4+8*l^2*t^4*n^2*k^2*m^2
+8*l^2*t^2*n^2*k^2*m^2+2*k^4*m^2*t^2*l^2+4*k^4*m^2*t^4*l^2-k^4*m^4*t^2
-2*k^4*m^4*t^4))/(t^2+1)

[Bovenstaande oplossingen noem ik roet1(t) en roet2(t)]

> Ax1 := -(1/4)*(4*roet2+k^2*l^2+k^2*l^2*t^2-k^2*m^2*t^2-k^2*m^2)/(l^2*t*n)

> simplify(%)

> Ax(t):=-1/4 (4 l^2 t n^2-k^2 m^2 t+k^2 l^2 t+sqrt(-(-4 l^2 n^2
+k^2 l^2-2 k^2 m l+k^2 m^2+k^2 l^2 t^2-2 k^2 m t^2 l+k^2 m^2 t^2)
(-4 l^2 n^2+k^2 l^2+2 k^2 m l+k^2 m^2+k^2 l^2 t^2+2 k^2 m t^2 l
+k^2 m^2 t^2))+k^2 l^2 t^3-k^2 m^2 t^3)/((t^2+1) l^2 n)

> Ay := roet2/(n*l^2)

> Ay(t):=1/4 (4 l^2 t^2 n^2+k^2 m^2 t^2+k^2 m^2-k^2 l^2 t^2-k^2 l^2+
t sqrt(-(-4 l^2 n^2+k^2 l^2-2 k^2 m l+k^2 m^2+k^2 l^2 t^2-2 k^2 m t^2 l
+k^2 m^2 t^2) (-4 l^2 n^2+k^2 l^2+2 k^2 m l+k^2 m^2+k^2 l^2 t^2
+2 k^2 m t^2 l+k^2 m^2 t^2)))/(n l^2 (t^2+1))

> Bx := -(l-k)*Ax(t)/k

> Bx(t):=1/4 ((l-k) (4 l^2 t n^2-k^2 m^2 t+k^2 l^2 t+sqrt(-(-4 l^2 n^2
+k^2 l^2-2 k^2 m l+k^2 m^2+k^2 l^2 t^2-2 k^2 m t^2 l+k^2 m^2 t^2)
(-4 l^2 n^2+k^2 l^2+2 k^2 m l+k^2 m^2+k^2 l^2 t^2+2 k^2 m t^2 l
+k^2 m^2 t^2))+k^2 l^2 t^3-k^2 m^2 t^3))/(k (t^2+1) l^2 n)

> By := (l-k)*(n-Ay(t))/k+n

> simplify(%)

> By(t):=1/4 (4 l^3 n^2-l k^2 m^2 t^2-l k^2 m^2+k^2 l^3 t^2+k^2 l^3
-l t sqrt(-(-4 l^2 n^2+k^2 l^2-2 k^2 m l+k^2 m^2+k^2 l^2 t^2-2 k^2 m t^2 l
+k^2 m^2 t^2) (-4 l^2 n^2+k^2 l^2+2 k^2 m l+k^2 m^2+k^2 l^2 t^2
+2 k^2 m t^2 l+k^2 m^2 t^2))+k^3 m^2 t^2+k^3 m^2-k^3 l^2 t^2-k^3 l^2
+k t sqrt(-(-4 l^2 n^2+k^2 l^2-2 k^2 m l+k^2 m^2+k^2 l^2 t^2-2 k^2 m t^2 l
+k^2 m^2 t^2) (-4 l^2 n^2+k^2 l^2+2 k^2 m l+k^2 m^2+k^2 l^2 t^2
+2 k^2 m t^2 l+k^2 m^2 t^2))+4 k l^2 t^2 n^2)/(n l^2 (t^2+1) k)

> Dx := Ax(t)+l*(Px(t)-Ax(t))/k

> simplify(%)
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Dx(t):=-1/(4)1/(n*l^(2)*(t^(2)+1)*k)(4 k l^2 t n^2-k^3 m^2 t+k^3 l^2 t
+k sqrt(-(-4 l^2 n^2+k^2 l^2-2 k^2 m l+k^2 m^2+k^2 l^2 t^2-2 k^2 m t^2 l
+k^2 m^2 t^2) (-4 l^2 n^2+k^2 l^2+2 k^2 m l+k^2 m^2+k^2 l^2 t^2+2 k^2 m t^2 l
+k^2 m^2 t^2))+k^3 l^2 t^3-k^3 m^2 t^3+4 l^3 t n^2+l k^2 m^2 t-k^2 l^3 t
-l sqrt(-(-4 l^2 n^2+k^2 l^2-2 k^2 m l+k^2 m^2+k^2 l^2 t^2-2 k^2 m t^2 l
+k^2 m^2 t^2) (-4 l^2 n^2+k^2 l^2+2 k^2 m l+k^2 m^2+k^2 l^2 t^2
+2 k^2 m t^2 l+k^2 m^2 t^2))-k^2 l^3 t^3+l k^2 m^2 t^3)

> Dy := Ay(t)+l*(Py(t)-Ay(t))/k

> simplify(%)

> Dy(t):=1/4 (4 k l^2 t^2 n^2+k^3 m^2 t^2+k^3 m^2-k^3 l^2 t^2-k^3 l^2
+k t sqrt(-(-4 l^2 n^2+k^2 l^2-2 k^2 m l+k^2 m^2+k^2 l^2 t^2-2 k^2 m t^2 l
+k^2 m^2 t^2) (-4 l^2 n^2+k^2 l^2+2 k^2 m l+k^2 m^2+k^2 l^2 t^2
+2 k^2 m t^2 l+k^2 m^2 t^2))-4 l^3 n^2-l k^2 m^2 t^2-l k^2 m^2+k^2 l^3 t^2
+k^2 l^3-l t sqrt(-(-4 l^2 n^2+k^2 l^2-2 k^2 m l+k^2 m^2+k^2 l^2 t^2
-2 k^2 m t^2 l+k^2 m^2 t^2) (-4 l^2 n^2+k^2 l^2+2 k^2 m l+k^2 m^2
+k^2 l^2 t^2+2 k^2 m t^2 l+k^2 m^2 t^2)))/(n l^2 (t^2+1) k)

> CirD := (Dx(t)-Cx)^2+(Dy(t)-Cy)^2-l^2

> CirB := (Bx(t)-Cx)^2+(By(t)-Cy)^2-m^2

> solve({CirB, CirD}, {Cx, Cy})

[Dit geeft een hele lange uitdrukking waar ook nog een wortel uit moet worden opgelost]
[De factoren t^2 en l^2 heb ik daarna zelf buiten de haakjes gehaald dat geeft:]

> Cy(t):=1/4 (k^3 m^2-2 l k^2 m^2 t^2+2 k^2 l^3-k^3 l^2-l t
sqrt(-(-4 l^2 n^2+k^2 l^2-2 k^2 m l+k^2 m^2+k^2 l^2 t^2-2 k^2 m t^2 l
+k^2 m^2 t^2) (-4 l^2 n^2+k^2 l^2+2 k^2 m l+k^2 m^2+k^2 l^2 t^2
+2 k^2 m t^2 l+k^2 m^2 t^2))+k t sqrt(-(-4 l^2 n^2+k^2 l^2-2 k^2 m l
+k^2 m^2+k^2 l^2 t^2-2 k^2 m t^2 l+k^2 m^2 t^2) (-4 l^2 n^2+k^2 l^2
+2 k^2 m l+k^2 m^2+k^2 l^2 t^2+2 k^2 m t^2 l+k^2 m^2 t^2))+k^3 m^2 t^2
-2 l k^2 m^2+2 k^2 l^3 t^2-k^3 l^2 t^2+4 k l^2 t^2 n^2+
t*lsqrt(-(-4 l^2 n^2+k^2 l^2-2 k^2 m l+k^2 m^2+k^2 l^2 t^2-2 k^2 m t^2 l
+k^2 m^2 t^2) (-4 l^2 n^2+k^2 l^2+2 k^2 m l+k^2 m^2+k^2 l^2 t^2
+2 k^2 m t^2 l+k^2 m^2 t^2)))/(n l^2 (t^2+1) k)

> Cx(t):=-1/8 ((2 (k^3 m^2-2 l k^2 m^2 t^2+2 k^2 l^3-k^3 l^2
-l t sqrt(-(-4 l^2 n^2+k^2 l^2-2 k^2 m l+k^2 m^2+k^2 l^2 t^2
-2 k^2 m t^2 l+k^2 m^2 t^2) (-4 l^2 n^2+k^2 l^2+2 k^2 m l+k^2 m^2
+k^2 l^2 t^2+2 k^2 m t^2 l+k^2 m^2 t^2))+k t sqrt(-(-4 l^2 n^2+
k^2 l^2-2 k^2 m l+k^2 m^2+k^2 l^2 t^2-2 k^2 m t^2 l+k^2 m^2 t^2)
(-4 l^2 n^2+k^2 l^2+2 k^2 m l+k^2 m^2+k^2 l^2 t^2+2 k^2 m t^2 l
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+k^2 m^2 t^2))+k^3 m^2 t^2-2 l k^2 m^2+2 k^2 l^3 t^2-k^3 l^2 t^2
+4 k l^2 t^2 n^2+t*l*sqrt(- (-4 l^2 n^2+k^2 l^2-2 k^2 m l+k^2 m^2
+k^2 l^2 t^2-2 k^2 m t^2 l+k^2 m^2 t^2) (-4 l^2 n^2+k^2 l^2+2 k^2 m l
+k^2 m^2+k^2 l^2 t^2+2 k^2 m t^2 l+k^2 m^2 t^2))))/(k)-8 l^3 t^2 k
-4 l^3 k+8 l t^2 k m^2+4 l k m^2-4 l^3 t^4 k+4 k^2 l^2 t^2+2 k^2 l^2
+2 k^2 l^2 t^4-2 k^2 m^2 t^4-4 k^2 m^2 t^2-2 k^2 m^2+4 l t^4 k m^2)/
((t^2+1) l^2 t n)

> Qy := Cy(t)+k*(By(t)-Cy(t))/l

> simplify(%)

> Qy(t):=-1/2 (-k^2 m^2+l k m^2-l^3 k+k^2 l^2-2 l^2 n^2)/(l^2 n)

> Qx := Cx(t)+k*(Bx(t)-Cx(t))/l

> simplify(%)

> Qx(t):=-1/2 ((l m^2-k m^2-l^3+k l^2) k t)/(l^2 n)

> factor(Qy(t))

De grenzen heb ik berekend met:

> wortelhart := -(-4*l^2*n^2+k^2*l^2-2*k^2*m*l+k^2*m^2+k^2*l^2*t^2
-2*k^2*m*t^2*l+k^2*m^2*t^2*(-4*l^2*n^2+k^2*l^2+2*k^2*m*l
+k^2*m^2+k^2*l^2*t^2+2*k^2*m*t^2*l+k^2*m^2*t^2)

> solve(wortelhart, t)

sqrt(4*l^2*n^2-k^2*l^2+2*k^2*m*l-k^2*m^2)/((l-m)*k),
-sqrt(4*l^2*n^2-k^2*l^2+2*k^2*m*l-k^2*m^2)/((l-m)*k),
sqrt(4*l^2*n^2-k^2*l^2-2*k^2*m*l-k^2*m^2)/((l+m)*k),
-sqrt(4*l^2*n^2-k^2*l^2-2*k^2*m*l-k^2*m^2)/((l+m)*k)
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