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Samenvatting

Een eenvoudig oceaanmodel kan worden beschreven door een stelsel van

niet-lineaire deterministische differentiaalvergelijkingen. Omdat bepaalde

variabele invloeden op de oceaanstroming, zoals schommelingen in de wind-

snelheid en -richting, niet door een constante waarde kunnen worden be-

schreven is er een stochastische term toegevoegd aan het model zodat er

een stelsel stochastische differentiaalvergelijkingen ontstaat. Naar aanlei-

ding van dit model is onderzocht wat de invloed van de stochastische term

is op oplossingen. Het stelsel is eerst via een directe methode numeriek

opgelost. Vervolgens is een alternatieve methode toegepast die de kans-

dichtheidsfunctie van de stochastische differentiaalvergelijking bepaalt via

de Fokker-Planck vergelijking. Aan de hand hiervan wordt duidelijk hoe de

oplossingen zich gedragen op een bepaald tijdstip en wanneer er een bifur-

catie (omslag in het evenwicht) optreedt. Beide methoden zijn vergeleken

op basis van de toepasbaarheid voor dit probleem, implementatietijd, reken-

tijd en de stabiliteit van de gevonden uitkomsten. We concluderen op basis

van deze criteria dat de indirecte methode beter werkt voor een model met

weinig dimensies en de directe methode een betere keuze is bij een meerdi-

mensionaal model als het stabiliteitsgebied van de desbetreffende methode

wordt uitgebreid.
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Hoofdstuk 1

Inleiding

Ons milde klimaat is voor een groot deel te danken aan de warme golfstroom

die door de Atlantische oceaan vanuit de evenaar langs onze kust wordt ge-

voerd. Een verandering in de sterkte en richting van deze golfstroom zou

enorme gevolgen hebben voor ons klimaat. Er zijn sterke aanwijzingen dat

de golfstroom in het verleden lang niet zo noordelijk stroomde als nu en in

de laatste ijstijd binnen een paar jaar haar koers meer naar het noorden

verschoof. Deze verandering betekende het einde van de ijstijd in Europa

en bracht grote verschuivingen van het klimaat in Noord-Amerika met zich

mee. Dit doet het besef groeien dat de golfstroom in zijn huidige vorm van

vitaal belang is voor het leven in Europa en Noord-Amerika. Maar wat

als de golfstroom nogmaals van koers zou veranderen? Kan een extreme

toename van de temperatuur dit veroorzaken? Bij het verschuiven van de

golfstroom richting het zuiden zou de klimaatverandering wel eens voor heel

andere veranderingen kunnen zorgen dan verwacht en een nieuwe ijstijd voor

ons in petto hebben. Om een voorspelling hiervan te maken spelen bifur-

caties, verandering van evenwichten in oplossingskrommen, een belangrijke

rol. Om eventuele bifurcaties nader te onderzoeken stellen we een model op

dat de oceaanstroming beschrijft en kijken we wat er gebeurt als we bepaal-

de parameters variëren.

Een eenvoudig oceaanmodel wordt gegeven door een stelsel van niet-lineaire

deterministische differentiaalvergelijkingen. Omdat we sommige variabele

invloeden op de oceaanstroming, zoals schommelingen in de windsnelheid
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en richting, niet door een constante waarde kunnen beschrijven voegen we

een stochastische term toe aan het model. Dijkstra [1] heeft hiervoor een

model opgesteld dat de oceaanstroming beschrijft doormiddel van een stel-

sel stochastische differentiaalvergelijkingen (SDE). Naar aanleiding hiervan

willen we verder onderzoek doen naar de invloed die de stochastische term

heeft op de bifurcaties van dit model. De bedoeling is om dit model eerst

via een directe methode numeriek op te lossen. Daarna zullen we de kans-

dichtheidsfunctie van de SDE bepalen via de Fokker-Planck vergelijking en

hiermee hopen we meer inzicht te krijgen in de kans dat er een bifurcatie

(omslag in het evenwicht) optreedt in het model. Beide methoden worden

dan vergeleken op basis van de toepasbaarheid voor dit probleem en de

gevonden uitkomsten.
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Hoofdstuk 2

Model

Het model dat wordt behandeld in deze scriptie is afgeleid van een eenvou-

dig oceaanmodel dat wordt gegeven door een complexe partiële differentiaal-

vergelijking. Om de oplossing hiervan te kunnen vinden wordt deze eerst

omgeschreven naar een stelsel gewone differentiaalvergelijkingen door aan te

nemen dat de oplossing van een bepaalde vorm is. Ten slotte maken we het

model stochastisch door een term toe te voegen die wordt gegeven door een

Wiener proces.

2.1 Oceaanmodel

Om te beginnen bekijken we een model van de Atlantische oceaanstroming

in een vierkant oceaanbasin met afmetingen πL× πL en diepte D waarvan

de lengteas onder een hoek β staat met de aardas (Fig. 2.1). Hier is L een

karakteristieke lengte en D een karakteristieke diepte van de oceaan. De

breedteas die door het midden van het basin gaat ligt op 45◦ noorderbreed-

te. Op de randen van het basin wordt de grootte van de stroming gelijk

gesteld aan nul. Immers, de golfstroom wordt aan de westkant en oost-

kant ingesloten door de continenten Amerika en Europa. Via de evenaar

en de Noordpool komt ook nauwelijks water binnenstromen. We kunnen

het basin daarom zien als een afgesloten geheel. We bekijken in dit model

alleen de stromingen in de horizontale richting (de x- en y-richting), en dus

kan de oceaanstroming in dit model als tweedimensionaal worden opgevat

5



Figuur 2.1: Schematisch overzicht van het driedimensionale oceaanbasin op

aarde.

(Fig. 2.2).

Figuur 2.2: Schematisch overzicht van het tweedimensionale oceaanbasin.

2.1.1 Krachten op de stroming

De loop van de stroming wordt bepaald door de krachten die erop werken.

Eén van de krachten die een grote invloed heeft op de stromingsrichting

is de Corioliskracht. De Corioliskracht is een schijnbare kracht die wordt
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veroorzaakt door de draaiing van de aarde. Omdat het aardoppervlak op

de evenaar sneller draait dan in de buurt van de polen en de aarde naar het

oosten draait zal een stroming die van de evenaar afstroomt naar het oosten

afbuigen terwijl een stroming die naar de evenaar toe gaat juist naar het

westen afbuigt. Hoe verder de deeltjes in de stroming zich van de evenaar

af bevinden hoe sterker deze kracht op de deeltjes werkt. De Corioliskracht

wordt gegeven door

Fc = f · [v,−u],

waar u en v de componenten van de snelheidsvector ~v zijn en f de Corio-

lisparameter is. Deze parameter hangt af van de breedtegraad op de aarde

via f = 2Ωsinθ, waar Ω de rotatiesnelheid van de aarde is en θ de breedte-

graad. De Corioliskracht op de centrale breedtegraad van het oceaanbasin

is f0 = 2Ωsinθ0, met θ0 = 45◦ noorderbreedte. Omdat f niet lineair van θ

afhangt, lineariseren we f rond θ0. Dit gebeurt door de afgeleide te nemen

in de noord-zuid richting van f , omdat de Coriolisparameter in de oost-west

richting constant is. De gelineariseerde Coriolisparameter wordt dan gege-

ven door β0 = ∂f0
∂y . Deze benadering wordt vaak gebruikt in meteorologische

modellen, om de modelberekeningen te vereenvoudigen.

Hoewel de stroming tweedimensionaal wordt verondersteld in het model

speelt de bodemwrijvingskracht ook een rol. Deze kracht wordt veroorzaakt

doordat de stroming die langs de bodem stroomt hierbij wrijving ondervindt.

De wrijvingskracht werkt in tegenovergestelde richting van de stromingsrich-

ting en wordt gegeven door

Fw = −µ~v,

waar µ de bodemwrijvingscoëfficiënt voorstelt.

Een derde kracht die in het model wordt meegenomen wordt veroorzaakt

door de windspanning op de oceaan. De snelheid van de wind zorgt ervoor

dat de stroming voortgestuwd wordt in de richting van de wind. Deze kracht

wordt gegeven door

Fs = ατ.

Hier is α de grootte van de windspanningskracht en τ de richting van de

windspanningskracht. De totale kracht op de stroming wordt gegeven door
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de som van deze drie krachten, dus

F = Fc + Fw + Fs (2.1)

2.1.2 Impulsbehoud

We gaan uit van barotropische stroming die een constante dichtheid ρ en

druk p heeft. Omdat het basin een afgesloten geheel vormt gelden de wetten

van massa en impulsbehoud voor onsamendrukbare stromingen met con-

stante dichtheid [6]

∇ · ~v = 0 (2.2)
D~v

Dt
= F (2.3)

D~v
Dt is de Lagrangiaanse tijdsafgeleide van ~v die de versnelling van een vloei-

stofdeeltje in een stroming beschrijft. De Langrangiaanse afgeleide is gelijk

aan
D~v

Dt
=
∂~v

∂t
+ (~v · ∇)~v

Dit invullen in de wet van impulsbehoud geeft

∂~v

∂t
+ (~v · ∇)~v = F (2.4)

Als de snelheidsvector schrijven als ~v = (u, v) en (2.1) invullen in de verge-

lijking, krijgen we

ut + uux + vuy − f(y)v = −µu+ ατx (2.5)

vt + uvx + vvy + f(y)u = −µv + ατy (2.6)

Dit worden ook wel de ondiepwatervergelijkingen genoemd. In het model

hebben we te maken met een relatief ondiepe oceaan (≈ 2000 m) ten opzichte

van een karakteristieke lengte L = 106 m. De stroming valt daarom te

beschrijven door de ondiepwatervergelijkingen, waarbij de diepte constant

is verondersteld.

2.1.3 Stroomfunctie

Uit de wet van massabehoud (2.2) volgt dat er een vectorveld F bestaat

zodanig dat ~v = ∇× F . We kunnen de snelheid ~v schrijven als een driedi-

mensionale vector (u, v, 0), waar u en v de snelheid in horizontale en verticale
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richting zijn. Volgens de definitie van het vectorproduct moet het vectorveld

F dan gegeven worden door (0, 0, ψ), waar ψ een functie is die voldoet aan

u = −ψy en v = ψx. We noemen deze functie de stroomfunctie. De stroom-

lijnen van de stroming worden gegeven door de lijnen waar de stroomfunctie

constant is en de helling van de stroomfunctie geeft de richting van de snel-

heidsvector ~v aan [6]. Als we de stroomfunctie kennen kunnen we dus precies

aangeven hoe de stroming er uit ziet. We willen daarom weten aan welke

vergelijkingen deze functie voldoet.

We vullen hiervoor u = −ψy en v = ψx in de vergelijking (2.5) in, zodat

−ψyt − uψyx − vψyy − f(y)ψx = µψy + ατx (2.7)

ψxt + uψxx + vψxy − f(y)ψy = −µψx + ατy (2.8)

Differentiëren naar − ∂
∂y en ∂

∂x respectievelijk geeft(
∂

∂t
+ u

∂

∂x
+ v

∂

∂y

)
ψyy +

∂f(y)
∂y

ψx + f(y)ψxy = −µψyy − α
∂τx

∂y
(2.9)(

∂

∂t
+ u

∂

∂x
+ v

∂

∂y

)
ψxx − f(y)ψxy = −µψxx + α

∂τy

∂x
(2.10)

Als we deze vergelijkingen bij elkaar optellen en herschrijven volgt dat[
∂

∂t
+ u

∂

∂x
+ v

∂

∂y

]
[4ψ + βy] = −µ4 ψ + α

(
∂τy

∂x
− ∂τx

∂y

)
. (2.11)

Deze vergelijking wordt de dimensieloze barotropische wervelsterkte verge-

lijking genoemd. Hier is α de windspanning, oftewel de kracht die wordt

veroorzaakt door de windstroming over de oceaan, β de dimensieloze Cori-

olisparameter en µ de bodemwrijvingscoefficiënt,

α = τ0L
ρDU2 ; β = β0L2

U ; µ = ε0L
U .

De betekenis van genoemde parameters staat in Tabel 2.1 beschreven en er

is een waarde toegekend die gebaseerd is de werkelijke oceaanstroming in de

Atlantische oceaan.

2.2 Deterministisch model

Het model dat in dit onderzoek centraal staat is afgeleid van de barotropische

wervelsterkte vergelijking (2.11) die de stroming in een oceaan op vereen-

voudigde wijze representeert. Dit is een partiële differentiaalvergelijking in
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parameter waarde uitleg

α 20 grootte windspanningskracht

β 400 dimensieloze Coriolisparameter

β0 2 · 10−11 ms−1 meridionale variatie Coriolisparameter

ε0 5 · 10−8 s−1 dempingscoefficiënt

µ 1 bodem wrijvingscoefficiënt

Ω 7.2921 · 105 rad s−1 rotatiesnelheid van de aarde

ρ 103 kg m−3 constante dichtheid

τ0 0.1 Pa karakteristieke amplitude windspanning

τx(x, y) −1
2 cos 2y windspanning oost-west richting

τy(x, y) 0 windspanning noord-zuid richting

θ0 45◦ noorderbreedte centrale breedtegraad basin

D 2000 m constante waarde voor oceaandiepte

L 106 m karakteristieke lengte

U = ε0L 5 · 10−2 m s−1 karakteristieke horizontale snelheid

Tabel 2.1: Parameterwaarden voor de dimensieloze wervelsterkte vergelij-

king.

ψ die omgeschreven kan worden naar een stelsel gewone differentiaalverge-

lijkingen. Hiervoor benaderen we de oplossing van (2.11) door een eindige

Fourierreeks in de noord-zuidrichting (met N = 2),

ψ(x, y, t) ≈ a0

2
(x, t) +

N∑
n=1

[an(x, t)cos(ny) + bn(x, t)sin(ny)] dy.

We kunnen de coëfficiënten van de Fourierseries bepalen door

an(x, t) = 1
π

∫ π
−π ψ(x, y, t)cos(ny)dy, voor n ≥ 0,

bn(x, t) = 1
π

∫ π
−π ψ(x, y, t)sin(ny)dy, voor n ≥ 1.

Omdat we willen dat de stroomfunctie op y = 0 en y = π gelijk is aan nul

nemen we aan dat an = 0. De stroomfunctie wordt dan gegeven door

ψ(x, y, t) = A1(t)e−2x sin(x) sin(y) +A2(t)e−2x sin(x) sin(2y), (2.12)

waar Ai(t)e−2x sin(x) sin(iy) de ie modus van de stroming voorstelt. De

term e−2x sin(x) zorgt ervoor dat de stroomfunctie nul is op de randen waar
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x = 0 en x = π, oftewel de west- en oostkant van het dimensieloze basin met

afmetingen π×π. Als dit wordt ingevuld in (2.11) en de parameters worden

gekozen zoals in Tabel 2.1 dan krijgen we het volgende stelsel niet-lineaire

gewone differentiaalvergelijkingen (Bijlage B)

dA1/dt = c1A1A2 −A1,

dA2/dt = −c2A
2
1 −A2 + c3α.

(2.13)

De coëfficiënten zijn c1 = 0.360362, c2 = 0.240241, c3 = 0.890552 en α is een

controle parameter die we kunnen variëren. Dit model is deterministisch,

dat wil zeggen dat het via directe (numerieke) methodes valt op te lossen

en we een eenduidige oplossing kunnen vinden voor elke beginwaarde A0.

2.3 Stochastisch model

Aan het model zoals weergegeven in (2.13) is een stochastische component

toegevoegd om verschijnselen die afhangen van niet-deterministische proces-

sen, zoals in dit geval de windspanning, in het model mee te nemen. Dit

model wordt beschreven door de volgende vergelijkingen

dA1 = (c1A1A2 −A1) dt,

dA2 =
(
−c2A

2
1 −A2 + c3α

)
dt+ c3αωdW (t),

(2.14)

waar ω de stochastische coëfficiënt van de windspanning is en W (t) een

Wiener proces is.

2.3.1 Wiener Proces

Een standaard Wiener proces is een continu stochastisch proces dat wordt

gebruikt om diffusie van deeltjes in een vloeistof of gas te beschrijven. Het

proces wordt beschreven door een random variabele W (t) op een interval

[0, T ] dat aan drie voorwaarden moet voldoen [3]

1. W (0) = 0.

2. Voor 0 ≤ s < t ≤ T is W (t)−W (s) normaal verdeeld met een gemid-

delde nul en een variantie t−s, oftewel W (t)−W (s) ∼
√
t− sN(0, 1).

3. Voor 0 ≤ s < t < u < v ≤ T zijn W (t) − W (s) en W (v) − W (u)

onafhankelijk.
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Hoofdstuk 3

Analytische benadering

Het globale verloop van de oplossingen van het stelsel deterministische dif-

ferentiaalvergelijkingen kan op analytische wijze worden bepaald door de

evenwichtspunten van het stelsel te bepalen en het stelsel te lineariseren rond

deze evenwichtspunten. Hiermee kunnen we de stabiliteit van de evenwichts-

punten afleiden en kijken waar we eventuele bifurcaties kunnen verwachten

als we α variëren. Met behulp van de gevonden resultaten voor het deter-

ministische stelsel kijken we wat er mogelijk gebeurt met de oplossingen als

er een stochastische term aan het stelsel wordt toegevoegd.

3.1 Deterministisch Model

Van het deterministische stelsel van differentiaalvergelijkingen gegeven door

(2.13) kunnen we de evenwichtspunten vinden door de isoclines van het

stelsel te bepalen. In de punten waar de isoclines elkaar snijden bevinden

zich de evenwichtspunten van het stelsel. Rond elk evenwichtspunt kan het

niet-lineaire stelsel vervolgens worden gelineariseerd, zodat van het gelinea-

riseerde stelsel de eigenwaarden kunnen worden bepaald. Aan de hand van

deze eigenwaarden is het mogelijk meer te zeggen over de stabiliteit van de

evenwichtspunten van het oorspronkelijke stelsel.

De isoclines van het tweedimensionale stelsel zijn de lijnen in het A1 − A2

vlak waar de afgeleiden van A1 of A2 nul zijn. Voor dit stelsel worden de
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Figuur 3.1: Isoclines van het deterministische model bij verschillende waar-

den van α, de snijpunten stellen de evenwichtspunten voor.

isoclines gegeven door

dA1/dt = A1(c1A2 − 1) = 0⇒ A2 = 1/c1 of A1 = 0

dA2/dt = −A2 − c2A
2
1 + c3α = 0⇒ A2 = −c2A

2
1 + c3α

In de evenwichtspunten van het stelsel zijn A1 en A2 beiden nul. Dus als

we de snijpunten van de isoclines bepalen vinden we drie evenwichtspunten,

namelijk

E1 = (0, c3α) (3.1)

E2 = (

√
c3α− 1/c1

c2
,

1
c1

) (3.2)

E3 = (−

√
c3α− 1/c1

c2
,

1
c1

) (3.3)

Het tweede en het derde evenwichtspunt bestaan alleen als c3α− 1/c1 > 0,

zoals ook te zien is in Figuur 3.1. Als c3α − 1/c1 = 0 (α = 1/(c1c3) ) dan

veranderd het aantal evenwichtspunten van één naar drie. Er treedt hier dus

een bifurcatie op. Deze bifurcatie wordt een ’pitchfork’ bifurcatie genoemd,

vanwege de karakteristieke vorm van het bifurcatiediagram (Fig. 3.2).

De volgende vraag is of de evenwichtspunten ook stabiel zijn. De stabiliteit

van het gelineariseerde systeem rond een evenwichtspunt komt overeen met
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Figuur 3.2: Bifurcatiediagram met de bifurcatieparameter α langs de x-as.

die van het niet-lineaire systeem indien de eigenwaarden van het lineaire

systeem geen nul zijn. In het geval van twee negatieve eigenwaarden is het

een stabiel evenwichtspunt en lopen de oplossingen van het stelsel naar dit

evenwichtspunt toe, in het geval van twee positieve eigenwaarden is het een

instabiel evenwichtspunt en lopen de oplossingen er vanaf en bij eigenwaar-

den met een tegenovergesteld teken heb je te maken met een zadelpunt en

lopen de oplossingen er gedeeltelijk vanaf en naar toe.

We lineariseren het systeem door de Jacobiaan te berekenen, waarbij de

afgeleiden worden genomen naar A1 en A2,

J(A1, A2) =

(
c1A2 − 1 c1A1

−2c2A1 −1

)
(3.4)

De Jacobiaan van het eerste evenwichtspunt is

J(E1) =

(
c1c3α− 1 0

0 −1

)
(3.5)

en de eigenwaarden hiervan zijn λ1 = c1c3α − 1 en λ2 = −1. Hieruit volgt

dat voor α < 1
c1c3
≈ 3.1 beide eigenwaarden negatief zijn en het evenwichts-

punt stabiel is en in het andere geval is het evenwichtspunt een zadelpunt

(Fig. 3.3). De Jacobiaan van het tweede evenwichtspunt is

J(E2) =

 0 c1

√
c3α−1/c1

c2

−2c2

√
c3α−1/c1

c2
−1

 (3.6)
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Figuur 3.3: Isoclines van A1 en A2, de pijlen stellen de richting van de

oplossingskrommen weer in elk invariant gebied die wordt ingesloten door

de isoclines. Links: α = 1; Rechts: α = 10.

met eigenwaarden λ1,2 = 1
2

(
−1±

√
9− 8c1c3α

)
. Op het bifurcatiepunt waar

α = 1
c1c3

is de discriminant (9− 8c1c3α) = 1 en zijn de eigenwaarden gelijk

aan 0 en −1. Zodra α groter wordt, wordt de discrimant kleiner dan een

en krijgen we twee eigenwaarden met een negatief reëel deel, wat een stabiel

evenwichtspunt oplevert. De eigenwaarden kunnen ook complex worden

wanneer de discrimant kleiner wordt dan nul. Dit is het geval als α > 9
8c1c3

.

De oplossingen lopen dan periodiek naar het evenwichtspunt toe (Fig. 3.3,

rechts). De Jacobiaan van het derde evenwichtspunt is

J(E3) =

 0 −c1

√
c3α−1/c1

c2

2c2

√
c3α−1/c1

c2
−1

 (3.7)

en de eigenwaarden komen overeen met die van J(E2).

Al met al kunnen we drie gevallen onderscheiden

1. α < 1
c1c3

: E1 is stabiel,

2. 1
c1c3

< α < 9
8c1c3

: E1 is een zadelpunt en E2 en E3 zijn stabiel en reëel.

3. α > 9
8c1c3

: E1 is een zadelpunt en E2 en E3 zijn stabiel en complex.

3.2 Stochastisch model

De stochastische term uit (2.14) heeft natuurlijk invloed op loop van de

oplossingen. Dit betekent dat de evenwichtspunten niet op dezelfde plek
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zullen liggen als bij het deterministische model of dezelfde stabiliteit zullen

vertonen. Met de informatie die is verkregen uit het analytisch onderzoek

van het deterministische model kan wel een schatting gemaakt worden van

de plaats van de evenwichten van het stochastische model. Ook kan worden

geschat voor welke waarde van α een bifurcatie plaatsvindt. Dit kan wor-

den gebruikt bij het bepalen van de parameters voor het numeriek oplossen

van het stochastische model. In het volgende hoofdstuk gebruiken we deze

informatie bij het berekenen van de oplossingskrommen van het model.
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Hoofdstuk 4

Numerieke benadering

Voor de numerieke benadering van het stochastische model gebruiken we

twee methoden, een directe en een indirecte methode. Bij de directe methode

discretiseren we het Wiener proces en kijken we hoe de spreiding is van

een groot aantal oplossingen. Bij de indirecte methode schrijven we de

stochastische vergelijkingen eerst als de som van een deterministische en

een stochastische term en bepalen hiervan de kansdichtheidsfunctie, via de

Fokker-Planck vergelijking. Tot slot maken we een terugkoppeling naar de

stroomfunctie voor beide methoden.

4.1 Directe methode

Eerst passen we een directe methode toe om de stochastische differentiaal-

vergelijking (2.14) op te lossen. Hierbij wordt gebruik gemaakt van een

tijddiscrete benadering voor SDE’s.

4.1.1 Gediscretiseerd Wiener proces

Het Wiener proces kan worden benaderd op het discrete tijdsinterval [0, T ]

met N tijdstapjes ∆t = T/N door Wj = W (tj), waar tj = j∆t en onder

voorwaarde dat

1. W0 = 0,

2. Wj = Wj+1 −∆Wj ,
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3. ∆Wj is van de vorm
√

∆tN(0, 1).

De differentiaal van het continue Wienerproces dW (tj) op een discreet tijd-

stip tj kan dus benaderd worden door ∆Wj , door een random getal te nemen

uit de standaard normale verdeling. Dit wordt vermenigvuldigd met
√

∆t

om de variantie constant te houden, zodat
√

∆t∆Wj/∆t = ∆Wj/
√

∆t. Als

de tijdstap bijvoorbeeld met een factor 2 verkleind wordt dan neemt het

aantal berekeningen met een factor 2 toe en dus wordt de variantie ook 2

keer zo groot. Om dit te corrigeren wordt gedeeld door de wortel van de

tijdstap.

4.1.2 Euler-Maruyama benadering

De meest eenvoudige tijddiscrete methode voor stochastische differentiaal-

vergelijkingen is de Euler-Maruyama benadering [4]. Dit is een generalisatie

van de Euler methode voor deterministische differentiaalvergelijkingen. Als

we de SDE in de standaardvorm

dAt = a(At, t)dt+ b(At, t)dW (t) (4.1)

schrijven, waar a en b de deterministische en stochastische term van de SDE

zijn (4.26, 4.27), dan wordt de Euler-Maruyama benadering gegeven door

An+1 = An + a(An, tn)∆t+ b(An, tn)∆Wn. (4.2)

Dit is een recursieve vergelijking voor n = 0, 1, ..., N−1, waar ∆t = tn+1−tn
en ∆Wn = Wn+1 − Wn =

√
∆tN(0, 1). An is de benadering van A(tn),

oftewel de waarde vanA op het tijdstip tn = t0+n∆t, waar t0 de beginwaarde

van t is.

4.1.3 Implementatie en simulatie

Na implementatie van deze methode in Matlab (Bijlage A.2) vinden we voor

elke simulatie een andere uitkomst voor A1 en A2. Dit komt doordat we voor

dW in iedere simulatiestap een random getal nemen uit de normaalverdeling

met gemiddelde 0 en variantie ∆t. We kunnen deze simulatie een heleboel

keer uitvoeren, waarna we de spreiding van A1 en A2 te zien krijgen. Dit

geeft een indicatie van waar we A1 en A2 ongeveer kunnen verwachten.
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Figuur 4.1: (a) Willekeurige oplossing en (b) tien simulaties van de tweedi-

mensionale SDE voor α = 1, ω = 0.1 en teind = 100.

Variabele windspanning

Voor iedere simulatie kunnen we α, ω en de eindtijd teind variëren. We

nemen eerst ω en teind constant en laten α variëren. Een tijd teind = 1 cor-

respondeert met ongeveer een half jaar en omdat de meeste processen die

invloed hebben op het patroon van de oceaanstroming pas na langere tijd

duidelijk zichtbaar zijn kiezen we teind = 100 als eindtijd voor de simulaties,

wat correspondeert met een periode van ongeveer 50 jaar. De stochastische

coëfficiënt van de windspanning ω nemen we gelijk aan 0.1 uit empirische

redenen die buiten deze context vallen.

Als we met de gekozen parameters een simulatie uitvoeren bij een waarde

α = 1 levert dit twee grafieken (voor A1 en A2) op (Fig. 4.1 a). Als we deze

simulatie tien keer herhalen zie je dat de oplossingen verspreid liggen. De

spreiding bij A2 is duidelijk veel groter dan de spreiding in A1 (Fig. 4.1 b).

We gaan nu α rond het verwachte bifurcatiepunt variëren om te onderzoe-

ken of de simulaties zich hier anders gedragen. Uit de analytische benade-

ring in het vorige hoofdstuk kwam naar voren dat het bifurcatiepunt van

het deterministische model bij α ≈ 3.1 ligt. We vermoeden daarom dat het

bifurcatiepunt van het stochastische model ook rond deze waarde van α ligt.

Om dit te testen simuleren we voor verschillende waarden van α in de buurt

van deze waarde (Fig. 4.2).

Er is duidelijk te zien dat de oplossingen bij een waarde α > 3 divergeren.
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Figuur 4.2: In elke figuur zijn tien simulaties geplot van A1 en A2 voor

ω = 0.1, teind = 100 en α variërend van 2.9 tot 3.2.
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Figuur 4.3: (a) Oplossingen van de tweedimensionale SDE in het A1 − A2

vlak; (b) Histogram van de dichtheid van de oplossingen van de tweedimen-

sionale SDE, op tijdstip t = 100 voor α = 2 en ω = 0.1.

Hoe groter α wordt hoe sneller dit lijkt te gaan. Wanneer een waarde van

α < 3 wordt genomen convergeren de oplossingen van A1 en A2 naar een

band rond het evenwichtspunt E1 = (0, c3α) van het deterministische model.

We kunnen A1 en A2 ook tegen elkaar uitzetten op een bepaald tijdstip, zo-

dat we een plot krijgen van de spreiding van een groot aantal punten in het

A1 −A2 vlak (Fig. 4.3 a). Hieruit kan worden opgemaakt in welk gebied de

dichtheid het hoogst is. Om hiervan een beter overzicht te krijgen maken we

een histogram van de dichtheid van punten in het A1−A2 vlak (Bijlage A.2)

. Het histogram vertoont een soort van piek, waar de omringende punten

nul zijn (Fig. 4.3 b).

Variabele ω

We kunnen ook α constant nemen en ω variëren (Fig.4.4). Het blijkt dat

als α wordt vergroot dat de oplossingen van A2 periodiek worden met een

steeds grotere amplitude die boven een bepaalde waarde van ω ook negatieve

waarden aanneemt. De reden hiervoor is dat we te maken hebben met een

complex evenwichtspunt.
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Figuur 4.4: In elke figuur zijn tien simulaties geplot van A1 en A2 voor

α = 3, teind = 100 en ω variërend van 0.1 tot 0.7.
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Figuur 4.5: Plot van de stroomfunctie ψ(x, y, t) op tijdstip t = 100, α = 3

en ω = 0.1

4.1.4 Terugkoppeling naar de stroomfunctie

Met de bovenstaande resultaten kunnen we de stroomfunctie ψ bepalen door

de gesimuleerde waarden van A1 en A2 in te vullen in de vergelijking van de

stroomfunctie (2.12) op een bepaald tijdstip (Fig. 4.5). De op deze manier

verkregen uitkomst verschilt per simulatie.

4.2 Indirecte methode

Omdat het systeem van differentiaalvergelijkingen een stochastische term

bevat kunnen we dit stelsel niet via een deterministische numerieke metho-

de oplossen. We weten immers niet wat de waarde van de stochastische term

is. Daarom gebruiken we een methode die de kansdichtheidsfunctie van de

oplossingen vindt. Met behulp van de gevonden kansdichtheidsfunctie kan

het gemiddelde en de variantie van de oplossingen worden bepaald.

4.2.1 Fokker-Planck vergelijking

We schrijven de vergelijkingen eerst in de vorm

dAt = a(At, t)dt+ b(At, t)dW (t). (4.3)
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Dit is de standaard vorm van een stochastische differentiaalvergelijking (SDE).

De eerste component hiervan a(At, t)dt is het deterministische deel van de

vergelijking en wordt ook wel de convectieterm genoemd van een stroming.

De tweede component b(At, t)dW (t) stelt de diffusie voor en is het stochas-

tische deel van de vergelijking. De SDE is dus ook op te vatten als een

convectie-diffusie vergelijking. Als de diffusieterm nul is dan houden we een

gewone differentiaalvergelijking over.

Dit stelsel willen we oplossen doormiddel van de Fokker-Planck vergelijking.

Deze vergelijking beschrijft het verloop in de tijd van de kansdichtheidsfunc-

tie van de positie van een deeltje (de verdeling van de kans dat een deeltje

zich op een bepaalde positie bevindt op een bepaald tijdstip) en wordt ook

gebruikt voor het vinden van de kansdichtheidsfunctie van een stelsel sto-

chastische differentiaalvergelijkingen. Als we de Fokker-Planck vergelijking

voor ons systeem kunnen oplossen vinden we de kansdichtheidsfunctie.

De algemene vorm van de Fokker-Planck vergelijking is af te leiden doormid-

del van kanstheorie en Ito’s lemma. Voor we de vergelijking toepassen op

ons probleem zullen we hier eerst een afleiding geven van de Fokker-Planck

vergelijking.

Afleiding Fokker-Planck vergelijking

Gegeven een stochastisch proces van de vorm

dXt = a(X, t)dt+ b(X, t)dW (t). (4.4)

De integraalvorm hiervan is

Xt = X0 +
∫ t

0
a(Xs, s)ds+

∫ t

0
b(Xs, s)dW (s), (4.5)

waar X0 de beginwaarde van Xt is. Xt is een stochastische variabele met

een kansdistributiefunctie die wordt gegeven door p(x, t).

We definiëren vervolgens een continu differentieerbare functie f : R→ R die

we benaderen in (Xt + dXt) door de Taylorexpansie toe te passen, zodat

f(Xt + dXt) = f(Xt) +
∂f(Xt)
∂Xt

dXt +
1
2
∂2f(Xt)
∂X2

t

(dXt)2 + ... (4.6)
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De overige hogere orde termen in Xt kunnen worden verwaarloosd. Uit (4.6)

volgt dat

df(Xt) = f(Xt + dXt)− f(Xt) =
∂f(Xt)
∂Xt

dXt +
1
2
∂2f(Xt)
∂X2

t

(dXt)2. (4.7)

Door voor dXt de vergelijking (4.4) in te vullen, krijgen we

df(Xt) =
∂f(Xt)
∂x

(a(Xt, t)dt+ b(Xt, t)dW (t)) +
1
2
∂2f(Xt)
∂X2

t

(a(Xt, t)dt

+b(Xt, t)dW (t))2, (4.8)

zodat

df(Xt) = a(Xt, t)
∂f(Xt)
∂Xt

dt+ b(Xt, t)
∂f(Xt)
∂Xt

dW (t)

+
1
2
a(Xt, t)2∂

2f(Xt)
∂X2

t

dt2 +
1
2
b(Xt, t)2 ∂

2f

∂X2
t

dW (t)2

+a(Xt, t)b(Xt, t)
∂2f(Xt)
∂X2

t

dtdW (t). (4.9)

Er geldt dat

dW (t)2 → E[N(0, 1)2dt] = E[N(0, 1)2]dt

= (Var[N(0, 1)]− E[N(0, 1)]2)dt = dt, (4.10)

waar E[X] de verwachting is van X en Var[X] de variantie van X. Bovendien

gaat dt2 → 0 en dt · dW (t)→ 0, dus volgt Ito’s Lemma

df(Xt) =
(
a(Xt, t)

∂f(Xt)
∂Xt

+
∂f(Xt)
∂t

+
1
2
b(Xt, t)2∂

2f(Xt)
∂X2

t

)
dt

+b(Xt, dt)
∂f(Xt)
∂Xt

dW (t). (4.11)

We kunnen Ito’s lemma ook anders stellen door te integreren over t, zodat

f(Xt) =
∫ t

0

(
a(Xt, t)

∂f(Xt)
∂Xt

+
1
2
b(Xt, t)2∂

2f(Xt)
∂X2

t

)
dt

+
∫ t

0
b(Xt, t)

∂f(Xt)
∂Xt

dWt. (4.12)

De verwachting van f(Xt) wordt per definitie gegeven door

E[f(Xt)] :=
∫ ∞
−∞

f(x)p(x, t)dx (4.13)
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en de tijdsafgeleide hiervan is

d

dt
E[f(Xt)] =

∫ ∞
−∞

f(x)
∂p

∂t
(x, t)dx. (4.14)

De verwachting van de tijdsafgeleide van (4.12) wordt dan

E[
d

dt
f(Xt)] =

∫ ∞
−∞

d

dt

[∫ t

0
(a(x, t)

∂f(x)
∂x

+
1
2
b(x, t)2∂

2f(x)
∂x2

)dt
]
p(x, t)dx

+
∫ ∞
−∞

d

dt

[∫ t

0
b(x, t)

∂f(Xt)
∂x

dW (t)
]
p(x, t)dx (4.15)

De tijdsafgeleide kan buiten het verwachtingsteken worden gehaald en er

geldt dat de verwachting van dW (t) gelijk is aan nul, aangezien

E[dW (t)] = E[N(0, 1)
√
dt] = E[N(0, 1)]

√
dt = 0 ·

√
dt = 0. (4.16)

Hierdoor verdwijnt de laatste term, zodat

d

dt
E[f(Xt)] =

∫ ∞
−∞

(
a(x, t)

∂f(x)
∂x

+
1
2
b(x, t)2∂

2f(x)
∂x2

)
p(x, t)dx. (4.17)

Dit moet gelijk zijn aan (4.14) en dus geldt dat∫ ∞
−∞

[(
a(x, t)

∂f(x)
∂x

+
1
2
b(x, t)2∂

2f(x)
∂x2

)
p(x, t)− f(x)

∂p

∂t
(x, t)

]
dx = 0.

(4.18)

Om de Fokker-Planck vergelijking af te leiden willen we de termen waarin

een afgeleide van f staat omschrijven naar een vergelijking waarin alleen f

voorkomt. Dit kan via partiële integratie, waarbij we de eerste twee termen

partieel naar x integreren. Partieel integreren van de eerste term en twee

maal partieel integreren van de tweede term geeft1.∫ ∞
−∞

a
∂f

∂x
dx = [apf ]∞−∞ −

∫ ∞
−∞

∂(ap)
∂x

fdx (4.19)∫ ∞
−∞

1
2
b
∂2f

∂x2
dx =

1
2

([
bp
∂f

∂x
− ∂(bp)

∂x

]∞
−∞
−
∫ ∞
−∞

∂2(bp)
∂x2

fdx

)
(4.20)

We nemen aan dat p → 0 en ∂p
∂x → 0 als x → ±∞, waardoor alleen de

termen binnen de integraal overblijven. Hieruit volgt dat∫ ∞
−∞

f(x)
[
∂(ap)
∂x

− 1
2
∂2(bp)
∂x2

+
∂p

∂t

]
dx = 0. (4.21)

1Om het overzicht te behouden laten we de haakjes achter a(x, t), b(x, t), f(x) en p(x, t)

weg in de rest van het bewijs.
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Dit is een oneindige integraal en dus volgt dat de integrand van (4.21) nul

moet zijn, en omdat f een willekeurige functie is geldt dat

∂(ap)
∂x

− 1
2
∂2(bp)
∂x2

+
∂p

∂t
= 0. (4.22)

Hiermee hebben we de Fokker-Planck vergelijking afgeleid en de oplossing

hiervan geeft de kansdichtheidsfunctie van Xt.

Toepassing Fokker-Planck op oceaanmodel

De Fokker-Planck vergelijking van de kansdichtheidsfunctie p in één dimensie

hebben we net afgeleid en ziet er als volgt uit

∂p

∂t
+
∂(ap)
∂x

− 1
2
∂2(pb2)
∂x2

= 0. (4.23)

De Fokker-Plack vergelijking in twee dimensies is slechts een generalisatie

van het één-dimensionale geval,

∂p

∂t
+

2∑
i=1

∂(aip)
∂xi

−
2∑
i=1

2∑
j=1

1
2
∂2(pb2ij)
∂xi∂xj

= 0, (4.24)

waar a een tweedimensionale vector is en b2ij de componenten van een 2× 2

matrix zijn. We kunnen deze vergelijking toepassen op het tweedimensionale

systeem van stochastische differentiaalvergelijkingen, gegeven door

dA1 = (c1A1A2 −A1) dt,

dA2 =
(
−c2A

2
1 −A2 + c3α

)
dt+ c3αωdW (t)).

(4.25)

Dit kan in de bovenstaande vorm (4.3) worden geschreven, zodat

a(At, t) =

(
c1A1A2 −A1

−c2A
2
1 −A2 + c3α

)
(4.26)

b(At, t) =
(

0 c3αω
)

(4.27)

De Fokker-Planck vergelijking in twee dimensies hiervan is

∂p

∂t
+
(

∂
∂x

∂
∂y

)( a1p

a2p

)
−
(

∂
∂x

∂
∂y

)( 1
2b

2
11

1
2b

2
12

1
2b

2
21

1
2b

2
22

)(
∂p
∂x
∂p
∂y

)
= 0,

(4.28)
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waar a1 en a2 de eerste respectievelijk tweede component van a zijn en 1
2b

2
ij

de componenten van de matrix B, die wordt gegeven door

2B = b2 =
(

0 c3αω
)
·
(

0 c3αω
)

=

(
0 0

0 (c3αω)2

)
. (4.29)

In vectornotatie kunnen we dit schrijven als

∂p

∂t
+∇ · (ap)− (∇ ·B) · ∇p = 0. (4.30)

Discretisatie Fokker-Planck vergelijking

De Fokker-Planck vergelijking voor het oceaanmodel kan alleen met behulp

van computerberekeningen worden opgelost. Hiervoor discretiseren we de

vergelijking op een eindig groot domein. De gebruikte discretisatie wordt

gegeven door de eindige volume methode. Deze methode benadert de func-

tie op een rechthoekig domein dat is verdeeld in kleine blokjes waarop de

functie constant wordt verondersteld. De functie in elk blokje wordt dan be-

naderd door de omliggende punten van het rooster, de zogeheten ’five-point

stencil’ methode (Fig. 4.6). Op de randen van het gebied gelden bepaalde

randvoorwaarden. Het voordeel van deze methode is dat een oppervlaktein-

tegraal over het functiedomein wordt omgezet in een integraal over de rand

van elk blokje. We zullen zo zien dat dit voor ons specifieke probleem heel

handig is. Eerst herschrijven we de Fokker-Planck vergelijking zodat aan de

linkerkant de functie staat die we willen benaderen. Dit geeft

∂

∂t
p = ∇ · (−a(t)p+B · ∇p) . (4.31)

Integreren over het gebied Ω met rand S leidt tot∫
Ω

∂

∂t
pdxdy =

∫
Ω
∇ · (−a(t)p+ (B∇p)) dxdy. (4.32)

Hierop kan de stelling van Gauss worden toegepast en ∂
∂t kan buiten het

integraal teken worden gehaald, zodat

∂

∂t

∫
Ω
pdxdy =

∫
S

(−a(t)p+B · ∇p) · ~n dS. (4.33)

Per definitie is de oppervlakte onder de kansdichtheidsfunctie
∫

Ω pdxdy = 1

zodat de term links nul wordt en∫
S

(−a(t)p+B · ∇p) · ~n dS = 0. (4.34)
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Figuur 4.6: Roosterverdeling bij de eindige volume methode.

Hier staat de integraal van het inproduct van een normaalvector ~n op de

rand S, en de flux (−a(t)p+B ·∇p) van p. Dat dit gelijk is aan nul betekent

dat som van de flux door de randen in de richting van de normaalvectoren

nul is (Fig. 4.7). We kunnen dit verder uitschrijven, zodat voor de flux door

de linker- en rechterrand van Ω geldt dat

a1p|L − a1p|R = 0 (4.35)

en voor de flux door de boven- en onderrand geldt dat

(a2p−
1
2
b222py)|O + (a2p−

1
2
b222py)|B = 0. (4.36)

Omdat de kansdichtsheidsfunctie p nul is op de rand van het domein als we

deze oneindig groot maken, nemen we aan dat de flux door alle randen nul

is. Deze voorwaarde fungeert hier dus als een randvoorwaarde op S.

Nu kunnen we de vergelijking discretiseren met behulp van de eindige

volume methode, waarbij het functiedomein in n ×m roosterpunten wordt

verdeeld. De punten in de x-richting worden gegeven door x(i) = x1 + ih

voor i = 1, .., n, beginwaarde x1 = x(0) en stapgrootte h. De punten in de y-

richting worden gegeven door y(j) = y1 + jk, voor j = 1, ..,m, beginwaarde

y1 = y(0) en stapgrootte k. We hebben verder als voorwaarde dat∑
i,j

pi,jhk = 1, (4.37)
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Figuur 4.7: Flux door de randen van het gebied Ω.

waar pi,j de discrete benadering is van de continue functie p in de punten

(x(i), y(j)). De verandering van p in de tijd op elk blokje wordt gegeven door

de som van de flux door de randen van het blokje (wet van massabehoud).

Als we de flux aangeven met f wordt dit in formulevorm

∂

∂t
pi,jhk = ((fL + fR)h+ (fO + fB)k) |S , (4.38)

waar de index van f de richting van de flux aangeeft (links, rechts, onder en

boven). De flux in deze vier richtingen wordt gegeven door

fL(i, j) = a1p|i− 1
2
,j

fR(i, j) = −fL(i+ 1, j)

fO(i, j) = (a2p− 1
2b

2
22py)|i,j− 1

2
.

fB(i, j) = −fO(i, j + 1)

(4.39)
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De waarde van p en diens afgeleiden kunnen we benaderen door de omlig-

gende punten, volgens

p|i+ 1
2
,j = 1

2(pi+1,j + pi,j)

p|i− 1
2
,j = 1

2(pi−1,j + pi,j)

p|i,j+ 1
2

= 1
2(pi,j+1 + pi,j)

py|i,j+ 1
2

= (pi,j+1 − pi,j)/k

p|i,j− 1
2

= 1
2(pi,j−1 + pi,j)

py|i,j− 1
2

= (pi,j − pi,j−1)/k

Hiermee kan de flux (4.39) op het blokje om pi,j worden benaderd door

fL(i, j) = 1
2a1(i, j)(pi−1,j + pi,j)

fR(i, j) = −1
2a1(i, j)(pi+1,j + pi,j)

fO(i, j) = 1
2a2(i, j)(pi,j−1 + pi,j)− 1

2b
2
22(pi,j − pi,j−1)/h

fB(i, j) = −1
2a2(i, j)(pi,j+1 + pi,j) + 1

2b
2
22(pi,j+1 − pi,j)/h

(4.40)

Dit kunnen we invullen in (4.38) en delen door hk zodat we een differen-

tiaalvergelijking krijgen voor pi,j . Verder kunnen we de gevonden randvoor-

waarde voor het continue geval vertalen naar een randvoorwaarde voor het

discrete geval door in de randpunten van het gebied de flux door de rand

gelijk aan nul te stellen. Als we deze randvoorwaarde toepassen voor de

punten pi,j waar i = 1, i = n, j = 1 of j = m die op de rand van het gebied

liggen en voor alle punten pi,j de vergelijking (4.38) toepassen krijgen we

een stelsel differentiaalvergelijkingen voor p

dp

dt
= Fp (4.41)

waar F de (nm) × (nm) matrix van de flux is en p een (nm)-dimensionale

vector. Dit stelsel kunnen we via een directe numerieke methode oplossen

zodat we de matrix P = (pi,j) vinden.

4.2.2 Implementatie en simulatie

Als we het stelsel (4.41) implementeren in Matlab en oplossen doormiddel

van de Runge-Kutta methode levert dit echter problemen op, doordat de

oplossing niet overal positief is. Omdat een negatieve waarde geen betekenis
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Figuur 4.8: Contourplot van de kansdichtheidsfunctie p op tijdstip t = 100

met α = 3 en ω = 0.1.

heeft voor de kansdichtheidsfunctie die we willen bepalen hebben we hiervoor

een correctie in het programma aangebracht. Dit houdt in dat we de matrix

F aanpassen zodat deze monotoon wordt. Een monotone matrix M heeft

de eigenschap dat Mx ≥ 0⇒ x ≥ 0. We hebben F monotoon gemaakt door

er voor te zorgen dat de flux in een punt eenzijdig wordt benaderd zodat de

oplossing altijd positief is. Als dit alles wordt gëınplementeerd in Matlab

(Bijlage A.3) levert dat een goed werkend programma op waarmee de functie

p voor verschillende beginvoorwaarden en aantal tijdstappen wordt geplot.

Als we voor de kansdichtheidsfunctie p een beginwaarde kiezen die constant

is over het hele domein en de functie plotten op tijdstip t = 100 geeft dit een

piek in het midden van het gebied, waarbuiten de waarde van p gelijk is aan

nul (Fig.4.8). Zoals vereist telt de oppervlakte onder de grafiek op tot één

en zijn de functiewaarden niet-negatief. Net als bij de directe methode kun-

nen we de bifurcatieparameter α variëren rond het bifurcatiepunt van het

deterministische model, α ≈ 3.1, om te kijken of er een bifurcatie optreedt
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(Fig. 4.9). Er is duidelijk te zien dat uit een piek drie pieken ontstaan en

daaruit twee pieken. De enkele piek stelt het eerste evenwichtspunt voor,

waarna we drie evenwichtspunten krijgen, waarvan de buitenste twee duide-

lijk stabiel zijn en het middelste punt verandert van een stabiel punt in een

zadelpunt. Vandaar dat we in het bifurcatiepunt waar α ≈ 3.2 drie pieken te

zien krijgen en wanneer α > 3.2 twee pieken. De twee pieken corresponderen

met het tweede en derde evenwichtspunt die werden gevonden bij de analyse

van het deterministische model. De stabiliteit van de evenwichtspunten van

het stochastische model komt eveneens overeen met de stabiliteit die we bij

het deterministische model vonden.

4.2.3 Verwachting en variantie van de stroomfunctie

We kunnen nu de verwachting van de stroomfunctie ψ uitrekenen. De ver-

wachting van f(Xt) wordt per definitie gegeven door

E[f(Xt)] :=
∫ ∞
−∞

f(x)p(x, t)dx (4.42)

We hebben de kansdichtheidsfunctie p(x, y) berekend en hiermee kunnen we

de verwachte stroomfunctie ψ(x, y, t) bepalen, door de volgende integraal

uit te rekenen op discrete wijze

E[ψ(x, y, t)] :=
∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

ψ(A1, A2, x, y, t)p(A1, A2)dA1dA2 (4.43)

waar ψ(x, y, t) = A1(t) sin(y)g(x) + A2(t) sin(2y)g(x) op tijdstip t = 100

(Bijlage A.3). Dit levert de grafieken in Figuur 4.10 op van de verwachting

en de variantie van de stroomfunctie.
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Figuur 4.9: Contourplot van de kansdichtheidsfunctie p op tijdstip t = 100,

met ω = 0.1 en α variërend van 3.0 tot en met 3.5 respectievelijk.
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Figuur 4.10: Verwachting en variantie van de stroomfunctie ψ op tijdstip

t = 100 met α = 2 en ω = 0.1.
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Hoofdstuk 5

Resultaten en discussie

5.1 Deterministisch model

Het deterministische model zonder stochastische term werd via een directe

numerieke methode (Bijlage A.1) opgelost en gaf als uitkomst een stroom-

functie op rechthoekig stroomgebied die in de oost-west richting een expo-

nentiëel verloop vertoont en in de noord-zuid richting een golfbeweging heeft

(Fig. 5.1, links). Daarnaast staat ter vergelijking nogmaals een oplossing die

is verkregen met de directe methode (Fig. 5.1, rechts). De stroomfuncties

vertonen duidelijk veel overeenkomst.

5.2 Stochastisch model

Het stochastische model hebben we via twee verschillende methoden opge-

lost. Deze methoden kunnen worden vergeleken door naar de implementa-

tietijd, gebruikersvriendelijkheid, rekentijd en stabiliteit van de verkregen

oplossingen te kijken. In de volgende paragrafen vergelijken we deze fac-

toren voor beide methoden en kijken we naar de overeenkomsten van de

oplossingen.

5.2.1 Directe methode vs. indirecte methode

De directe methode en de indirecte methode geven allebei een uitkomst die

de oplossingen van het stochastische model beschrijft. De vraag is in hoe-

36



0

10

20

30

40

0

10

20

30

40
−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

xy

ψ(x,y,t)

0
0.5

1
1.5

2
2.5

3

0

1

2

3
−0.5

0

0.5

xy

ψ(x,y,t)

Figuur 5.1: Contourplot van de stroomfunctie ψ(x, y, t) op tijdstip t = 100

met α = 2 en ω = 0.1; Links: Deterministisch oceaanmodel; Rechts: Directe

methode;

verre deze oplossingen met elkaar overeenkomen. Door met de directe me-

thode een histogram van de dichtheidsplot te maken zou dit eenzelfde soort

driedimensionale figuur moeten opleveren als bij de oplossing van de Fokker-

Planck vergelijking. De plaats waar de grafiek het hoogst is geeft aan waar

naar de grootste waarschijnlijkheid de oplossing zich bevindt. Ook kunnen

we opmaken hoe groot de spreiding is van mogelijke oplossingen door te

kijken of de piek erg spits loopt of juist erg vlak. In het laatste geval liggen

de oplossingen verder uit elkaar ten opzichte van het eerste geval. Dit be-

tekent dat de oplossingen gemiddeld een grotere afwijking vertonen van de

verwachte oplossing.

Uit de van de Fokker-Planck vergelijking verkregen oplossing is te zien dat

de oplossing uit een piek bestaat waarbuiten de oplossing nul is (Fig. 4.8).

Deze piek is erg smal in A1 en iets breder in A2. De conclusie hiervan is

dat de oplossingen van A2 een grotere spreiding vertonen dan de oplossingen

van A1. Een logische verklaring hiervoor is dat de stochastische term in het

stelsel differentiaalvergelijkingen direct de oplossing van A2 bëınvloedt en

slechts indirect de oplossing van A1.

Uit de directe methode doormiddel van Euler-Maruyama benadering krij-

gen we hetzelfde beeld. De verkregen simulaties vertonen een veel sterkere

spreiding in A2 dan in A1 (Fig. 4.1 b). Ook als we een histogram maken van

de dichtheidsplot op hetzelfde tijdstip als in Figuur 4.8 levert dit een piek

op (Fig. 4.3 b).
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5.2.2 Onderzoek naar bifurcaties

Bij het zoeken naar bifurcaties via de directe methode viel op dat de oplos-

singen rond het bifurcatiepunt van het eerste evenwichtspunt af divergeren,

maar vervolgens niet naar een ander evenwichtspunt toe convergeren, hoewel

we dit wel hadden verwacht op grond van de analyse van het determinis-

tische model. Een verklaring hiervoor is moeilijk te vinden, aangezien het

aan numerieke fouten of aan de stochastische term kan liggen. Deze laatste

verklaring is echter niet erg voor de hand liggend omdat een dergelijke ont-

sporing van de oplossingen van het model in realiteit niet voorkomt. Er dus

van uitgaand dat het probleem numeriek is adviseren we vervolgonderzoek,

waarbij een stabielere methode wordt gekozen, en onderzoek wordt gedaan

naar het stabiliteitsgebied van de betreffende methode.

De indirecte methode gaf wel twee stabiele evenwichtspunten als α groter

werd dan het bifurcatiepunt. Deze methode is dus duidelijk stabieler dan

de directe methode.
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Hoofdstuk 6

Conclusie

In deze scriptie hebben we met twee totaal verschillende methoden een

oplossing gezocht van een stelsel stochastische differentiaalvergelijkingen.

Eerst werd een directe methode toegepast die gebruik maakt van de Euler-

Maruyama benadering en bij de tweede methode werd de kansdichtsheidfunc-

tie van de oplossingen afgeleid doormiddel van de Fokker-Planck vergelijking.

Dit leverde twee oplossingen op die veel gelijkenis vertonen. Om te bepalen

welke methode beter werkt hebben we onder andere naar de tijd gekeken

die het kost om het programma te implementeren en te gebruiken en naar

de stabiliteit van de oplossingen.

We vonden dat de indirecte methode voor twee dimensies beter werkt omdat

de directe methode numeriek ontspoort als het bifurcatiepunt wordt bereikt.

De oplossingen divergeren dan en lopen niet naar een evenwichtspunt toe

zoals verwacht. Voor waarden kleiner dan het bifurcatiepunt lopen de op-

lossingen wel keurig naar een evenwichtspunt toe. De indirecte methode

convergeerde wel voor waarden groter dan het bifurcatiepunt en bleek daar-

om een meer stabiele methode.

Een ander voordeel van de indirecte methode is dat de verwachting en de

variantie van de oplossing op een eenduidige wijze kunnen worden bepaald,

terwijl dit bij de indirecte methode minder recht toe recht aan is.

Daarentegen heeft de indirecte methode als nadeel dat het afleiden van de

de Fokker-Planck vergelijking analytisch moet en daardoor een meer tijd-

rovende methode is dan de directe methode. In meerdere dimensies is de
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Fokker-Planck vergelijking erg lastig af te leiden en te implementeren. Van-

daar dat we in dit onderzoek slechts naar het tweedimensionale geval hebben

gekeken. Voor de directe methode levert een toename van het aantal dimen-

sies van het model geen extra moeilijkheid op voor de implementatie.

We concluderen op basis hiervan dat de indirecte methode beter werkt voor

een model met weinig dimensies en de directe methode een betere keuze is

bij een meerdimensionaal model.

In een eventueel vervolgonderzoek zou een stabielere methode dan de Euler-

Maruyama benadering toegepast kunnen worden. Hierdoor kan worden

voorkomen dat de oplossingen ontsporen in de buurt van het bifuractie-

punt. Ook kan worden gekeken naar een meerdimensionaal oceaanmodel

dat de werkelijke stroming in de oceaan nauwkeuriger beschrijft.
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Hoofdstuk 7

Notatie

R de ruimte van reeële getallen

Rn de n-dimensionale Euclidische ruimte

v · w inproduct van v en w

v × w vectorproduct van v en w

5 · ~v =
(

∂
∂x1

... ∂
∂xn

)
· ~v divergentie

5~v =
(

∂
∂x1
· v1...

∂
∂xn
· vn
)

gradiënt

4 = 52 Laplace operator
∂
∂x partiële afgeleide naar x
d
dt afgeleide naar t

E[X] verwachting van X

Var[X]=E[X2] + E[X]2 variantie van X

τx vectorcomponent van τ in de x-richting
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Bijlage A

Matlabcodes

A.1 Deterministisch model

Oplossing deterministische model
1 function [T,A] = oceaanmodel

% Deze functie plot de oplossingen van een 4 dimensionaal

stelsel van

3 % differentiaalvergelijkingen tegen de tijd voor verschillende

begin -

% voorwaarden.

5

% 7 mei 2010

7

x=0:0.1: pi;

9 y=0:0.1: pi;

for i=1:31

11 for j=1:31

stroomfunctie(j,i)=psi(x(i),y(j))

13 end

end

15

% Plot

17 [X,Y]= meshgrid (0:0.1:3);

surf(X,Y,stroomfunctie)

19 xlabel(’x’)

ylabel(’y’)

21 zlabel(’\psi(x,y,t)’,’FontSize ’,12,’Rotation ’,0,’

HorizontalAlignment ’,’right’)
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%title(’Stroomfunctie bij \alpha =10 en A0 =[0.1 0.1]; ’)

23

end

25

function [stroomfunctie ,T,A] = psi(x,y)

27 % Deze functie bepaalt de stroomfunctie psi uit de uitkomsten

van het

% systeem differentiaalvergelijkingen van A.

29

[T,A]= rungekutta;

31 stroomfunctie =(A(end ,1)*sin(y)+A(end ,2)*sin(2*y))*exp(-2*x)*sin

(x);

33 end

35 function [T,A] = rungekutta

% Deze functie lost een 4-dimensionaal stelsel

differentiaalvergelijkingen

37 % op met behulp van de runga -kutta methode , voor

beginvoorwaarden A0=[a10 ,a20 ,a30 ,a40].

39

A0=[1 1];

41 t_eind =100;

43 [T,A]= ode45(@f , [0,t_eind],A0);

45

%plot(T,A);

47

49

end

51

function dA = f(t,A)

53 % Deze functie geeft het stelsel differentiaal vergelijking van

A weer ,

% voor een variabele control parameter alpha.

55

57 c=[0.360362 0.240241 0.890552]; % coefficients of the system
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alpha =3;

59

dA=zeros (2,1); %kolomvector

61

%De differentiaalvergelijkingen zijn

63 dA(1)= c(1)*A(1)*A(2) - A(1);

dA(2)= - c(2)*A(1)^2 - A(2)+c(3)*alpha;

65

end

A.2 Directe methode

Simulaties

% EM Euler -Maruyama method voor de tweedimensionale SDE

2 %

% SDE is dA(t) = a(A(t),t) dt + b dW , A(0) = Azero ,

4 % waar Azero = [0 5].

%

6 % Het Discretiseerde Wiener proces over [0,T] heeft Dt = 2^(-3)

.

% Euler -Maruyama gebruikt tijdstap Dt.

8 % De Oplossing wordt geplot met een tijstap p*Dt.

10 % 15 juli 2010

12 function EM3

14 % Coefficienten van het systeem.

c=[0.360362 0.240241 0.890552];

16

% Parameters van de stelsel differentiaalvergelijkingen

18

alpha =3.2; % alpha is de control

parameter van de SDE.

20 omega =0.1; % omega is de noise

amplitude.

22 % Simulatie

24 Azero = [-10 -10]; % beginvoorwaarden A
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26 b = [0 c(3)*alpha*omega]; % stochastische

component

T = 1000; % eindtijd van de

simulatie

28

p=10; % L/p aantal geplotte

punten

30 M = 10; % aantal simulaties

for s=1:M

32

Dt = 10^ -3; L= T/Dt; % L Euler stapjes van

grootte Dt

34 Atemp = Azero; % beginvoorwaarde voor

Atemp

Aem = zeros(L/p,2); % Aem predefinieren voor

efficientie

36

for i=1:L/p

38 for j = 1:p

Winc= sqrt(Dt)*randn (1); % dW_j=N[0,1]* sqrt(dt)

40

Atemp = Atemp + Dt.*[c(1)*Atemp (:,1)*Atemp (:,2)-

Atemp (:,1) c(2)*Atemp (:,1)^2-Atemp (:,2)+c(3)*

alpha] + Winc*b;

42 end

Aem(i,:)=Atemp; % alleen waarden van X

op tijdstip t_i opslaan

44

end

46

% Plot

48

%Simulaties van A_1 en A_2 over de tijd

50 plot ([0:Dt*p:T],[Azero (1),Aem(:,1) ’],’r--’), hold on

plot ([0:Dt*p:T],[Azero (2),Aem(:,2) ’],’b--’), hold on

52 end

54 axis ([0 100 0 10]);

h=legend(’A_1(t)’,’A_2(t)’ ,2);

56 set(h,’Interpreter ’,’none’,’FontSize ’ ,12);

xlabel(’t’,’FontSize ’ ,12)
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58 %ylabel(’A(t)’,’FontSize ’,16,’Rotation ’,0,’

HorizontalAlignment ’,’right ’)

title([’\omega = ’,num2str(omega)], ’Fontsize ’ ,16)

60

hold off

62

end

Histogram

1 % EM Euler -Maruyama method voor de tweedimensionale SDE

%

3 % SDE is dA(t) = a(A(t),t) dt + b dW , A(0) = Azero ,

% waar Azero = [0 5].

5 %

% Het Discretiseerde Wiener proces over [0,T] heeft Dt = 2^(-3)

.

7 % Euler -Maruyama gebruikt tijdstap Dt.

% Dit programma maakt een dichtheidsplot op tijdstip T

9 % van M simulaties en maakt hiervan een histogram.

11 % 15 juli 2010

13 function EM9

15 % Coefficienten van het systeem.

c=[0.360362 0.240241 0.890552];

17

% Parameters van de stelsel differentiaalvergelijkingen

19

alpha =2; % alpha is de control

parameter van de SDE.

21 omega =0.1; % omega is de noise

amplitude.

23 % Simulatie

25 Azero = ones (1,2); % beginvoorwaarden A

27 b = [0 c(3)*alpha*omega]; % stochastische component

T = 100; % eindtijd van de simulatie

29
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31 M = 100000; % aantal simulaties

for s=1:M

33

Dt = 10^ -1; L= T/Dt; % L Euler stapjes van

grootte Dt

35 Atemp = Azero; % beginvoorwaarde voor

Atemp

37 for j = 1:L

Winc= sqrt(Dt)*randn (1); % dW_j=N[0,1]* sqrt(dt)

39 Atemp = Atemp + Dt.*[c(1)*Atemp (:,1)*Atemp (:,2)-

Atemp (:,1) c(2)*Atemp (:,1)^2-Atemp (:,2)+c(3)*

alpha] + Winc*b;

end

41

xd(s)=Atemp (1); % Waarde van A(1) op

tijdstip T

43 yd(s)=Atemp (2); % Waarde van A(2) op

tijdstip T

45 end

47 %Plot

49 % Maak dichtheidsplot

figure (1)

51 plot(xd ,yd ,’o’)

xlabel(’A_1’,’FontSize ’ ,16)

53 ylabel(’A_2’,’FontSize ’,16,’Rotation ’,0,’HorizontalAlignment ’,’

right’)

title(’(a)’,’FontSize ’ ,16)

55

% Maak histogram

57

n=20; % aantal punten

59

xi = linspace(min(xd(:)),max(xd(:)),n);

61 yi = linspace(min(yd(:)),max(yd(:)),n);

63 xr = interp1(xi ,1: numel(xi),xd,’nearest ’);
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yr = interp1(yi ,1: numel(yi),yd,’nearest ’);

65

z = accumarray ([xr ’ yr ’], 1, [n n]) ’;

67

fact=n;

69 e=ones(n,1);

D=spdiags([-e, 2*e,-e],[-1:1],n,n); D(1,1)=1; D(n,n)=1;

71 S=speye(n*n)+ fact*kron(D,speye(n))+kron(speye(n),D);

z=S\reshape(z,n^2,1); z=reshape(z,n,n);

73

figure (2)

75 surf(z)

xlabel(’A_1’,’FontSize ’ ,16)

77 ylabel(’A_2’,’FontSize ’,16,’Rotation ’,0,’HorizontalAlignment ’,’

right’)

title(’(b)’,’FontSize ’ ,16)

79

end

Stroomfunctie

% EM Euler -Maruyama method voor de tweedimensionale SDE

2 %

% SDE is dA(t) = a(A(t),t) dt + b dW , A(0) = Azero ,

4 % waar Azero = [0 5].

%

6 % Het Discretiseerde Wiener proces over [0,T] heeft Dt = 2^(-3)

.

% Euler -Maruyama gebruikt tijdstap Dt.

8 % De Stroomfunctie psi=[A(1)sin(y)+A(2)sin(y)]exp(-2x)sin(x)

% wordt geplot in het x,y,t vlak

10

% 16 juli 2010

12

function EM10

14

% Coefficienten van het systeem.

16 c=[0.360362 0.240241 0.890552];

18 % Parameters van de stelsel differentiaalvergelijkingen
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20 alpha =3; % alpha is de control parameter

van de SDE.

omega =0.1; % omega is de noise

amplitude.

22

% Simulatie

24

Azero = ones (1,2); % beginvoorwaarden A

26

b = [0 c(3)*alpha*omega]; % stochastische component

28 T = 100; % eindtijd van de simulatie

30 p=10; % L/p aantal geplotte punten

32 Dt = 10^ -3; L= T/Dt; % L Euler stapjes van

grootte Dt

Atemp = Azero; % beginvoorwaarde voor Atemp

34 Aem = zeros(L/p,2); % Aem predefinieren voor

efficientie

36 for i=1:L/p

for j = 1:p

38 Winc= sqrt(Dt)*randn (1); % dW_j=N[0,1]* sqrt(dt)

Atemp = Atemp + Dt.*[c(1)*Atemp (:,1)*Atemp (:,2)-Atemp

(:,1) c(2)*Atemp (:,1)^2-Atemp (:,2)+c(3)*alpha] +

Winc*b;

40 end

Aem(i,:)=Atemp; % alleen waarden van X op

tijdstip t_i opslaan

42

end

44

x=0:0.1: pi;

46 y=0:0.1: pi;

for i=1:31

48 for j=1:31

stroomfunctie(j,i)=(Aem(end ,1)*sin(y(j))+Aem(end ,2)*sin

(2*y(j)))*exp(-2*x(i))*sin(x(i));

50 end

end

52
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figure (4)

54 [X,Y]= meshgrid (0:0.1:3);

surf(X,Y,stroomfunctie)

56 %shading interp

xlabel(’x’)

58 ylabel(’y’)

zlabel(’\psi(x,y,t)’,’FontSize ’,12,’Rotation ’,0,’

HorizontalAlignment ’,’right’)

60 %title(’Stroomfunctie bij \alpha =10 en A0 =[0.1 0.1 0.1

0.1]; ’)

end

A.3 Indirecte methode

Kansdichtheidsfunctie

function oceaanmodel5

2

% Deze functie plot de oplossing van het stelsel

4 % differentiaalvergelijkingen dP= Q*P, waar P de

% 2-dimensionale probability density functie is van de SDE. We

gebruiken

6 % hiervoor de Runge -Kutta methode.

8 % 8 juni 2010

10 %Parameters van de stelsel differentiaalvergelijkingen:

alpha =30; % alpha is de control parameter van

de SDE.

12 omega =0.1; % omega is de noise amplitude.

14 % Aantal stapjes in x en y richting

n=30;

16 m=30;

18 % Eindtijd

t_end =100;

20

% Aantal tijdstappen

22 T=10000;

24 % Grootte tijdstap
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dt=t_end/T;

26

% Berekenen van p op tijdstip t_end

28 [t, p] = RungeKutta(n,m,dt ,T,alpha ,omega)

Z=( reshape(p,n,m))’;

30

% Plot P

32 [X,Y]= meshgrid ( -500*10^ -2:100*10^ -1/(n-1) :500*10^ -2 , 0:20/(m-1)

:20);

mesh(X,Y,Z);

34 xlabel(’x’,’FontSize ’ ,12)

ylabel(’y’,’FontSize ’ ,12)

36 zlabel(’p(x,y,t)’,’FontSize ’,12, ’Rotation ’,0,’

HorizontalAlignment ’,’right’)

38 end

40 function [tijd , positie] = RungeKutta(n,m,dt,T,alpha ,omega);

%

42 % Implementatie van de 4e orde Runge -Kuttamethode

% voor het oplossen van de 2-dimensionale Fokker -Planck vgl

.

44 % van het stochatische oceaanmodel

%

46 % f is de functiedefinitie (rechterhand)

%

48 % RungeKutta berekent de posities voor tijdstippen

% ht, 2*dt , ..., n*dt

50

52 % Beginvoorwaarden P

54 p0=zeros(n*m,1);

56 for i=1:(n*m)

p0(i)=1/(n*m);

58 end

60 positie = p0; % P0

% positie (2,:) = positie (1,:) + dt*f(positie (1,:)) % P1

62 % .
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% .

64 % .

% positie ((T+1) ,:) = ... % yn

66

68 tijd =0; % t0

% tijden (2) = dt % t1

70 % tijden (3) = 2*dt % t2

% .

72 % .

% .

74 % tijden(n+1) = n*dt % tn

76 for i = 1:T

tijd=i*dt;

78 k1=f(tijd ,positie ,n,m,alpha ,omega);

k2=f(tijd +0.5*dt,positie +0.5* dt*k1,n,m,alpha ,omega);

80 k3=f(tijd +0.5*dt,positie +0.5* dt*k2,n,m,alpha ,omega);

k4=f(tijd+dt,positie+dt*k3,n,m,alpha ,omega);

82 positie = positie + 1/6*dt*(k1+2*k2+2*k3+k4);

end

84

end

86

function dp1=f(tijd ,p1,n,m,alpha ,omega)

88

% coefficienten van het systeem.

90 c=[0.360362 0.240241 0.463322 0.205921 0.890552];

92 % De vector b is het stochastische deel van de SDE.

b = c(5)*alpha*omega;

94

% Beginwaarden domein over x en y

96 L1 =100*10^ -1; % Breedte domein van integratie

L2=20; % Hoogte domein van integratie

98 xlinks = -500*10^ -2; % Linkerkant van het domein

yonder =0; % Rechterkant van het domein

100 x1=xlinks;

y1=yonder;

102
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104 % p van vector naar matrix

p=reshape(p1 ,n,m);

106

% stapgrootte

108 h=L1/n;

k=L2/m;

110

% Horizontale flux

112 for j=1:m

for i=1:n+1

114

% Punten van het rooster in de x- en y-richting

116 x(i)=x1+(i-1)*h;

y(j)=y1+(j-1)*k;

118

% De vector a is het deterministische deel van de SDE.

120 a(1)=c(1)*x(i)*y(j)-x(i);

a(2)=-c(2)*x(i)^2-y(j)+c(5)*alpha;

122 % Flux door de linkerrand van elk blokje

if i>1 & i<n+1

124 % fL(i,j)=a(1) *0.5*(p(i-1,j)+p(i,j)); % Flux door de

linkerzijde blokje

if a(1) >0

126 fL(i,j)=a(1)*p(i-1,j); % Flux door de linkerzijde

blokje

else

128 fL(i,j)=a(1)*p(i,j); % Flux door de linkerzijde blokje

end

130 else

fL(i,j)=0; % Flux door de linkerrand is nul

132 end

134 end

end

136

% Verticale flux

138 for j=1:m+1

for i=1:n

140

% Punten van het rooster

142 x(i)=x1+(i-1)*h;
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y(j)=y1+(j-1)*k;

144

% De vector a is het deterministische deel van de SDE.

146 a(1)=c(1)*x(i)*y(j)-x(i);

a(2)=-c(2)*x(i)^2-y(j)+c(5)*alpha;

148 % a(2)=0;a(1)=0;

150 % Flux door de onderrand van elk blokje

if j>1 & j<n+1

152 % fO(i,j)=a(2) *0.5*(p(i,j-1)+p(i,j))-b^2*(p(i,j)-p(i,j-1)

)/k; % Flux door de onderzijde blokje

if a(2) >0

154 fO(i,j)=a(2)*p(i,j-1)-b^2*(p(i,j)-p(i,j-1))/k; %

Flux door de onderzijde blokje

else

156 fO(i,j)=a(2)*p(i,j)-b^2*(p(i,j)-p(i,j-1))/k; % Flux

door de onderzijde blokje

end

158 else

fO(i,j)=0; % Flux door de onderrand is nul

160 end

162 end

end

164

% Stelsel van differentiaalvergelijkingen van p aanmaken

166 dp=zeros(n,m);

for j=1:m

168 for i=1:n

170 % Differentiaalvergelijking voor p in het punt (x(i),y(j))

dp(i,j)=(fL(i,j)-fL(i+1,j))/h+(fO(i,j)-fO(i,j+1))/k;

172 end

end

174

% p van matrix naar vector

176 dp1=reshape(dp ,n*m,1);

178 end
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Verwachting en variantie van de stroomfunctie

1 function stroomfunctie

% Deze functie berekend en plot de verwachting en de variantie

van de stroomfunctie

3 % psi(x,y,t)= A_1(t)sin(y)g(x)+A_2(t)sin(2y)g(x) door de

integraal te nemen

% over de kansdichtheidsfunctie p(x,y,t) van A_1 en A_2.

5

% 25 augustus 2010

7

%Parameters van de stelsel differentiaalvergelijkingen:

9 alpha =2; % alpha is de control parameter van

de SDE.

omega =0.1; % omega is de noise amplitude.

11

% Aantal stapjes in x en y richting

13 n=30;

m=30;

15

L1=10^ -1; % Breedte domein van integratie

17 L2=2; % Hoogte domein van integratie

19 % stapgrootte in de x en de y richting

h=L1/n;

21 k=L2/m;

23 % Eindtijd

t_end =100;

25

% Aantal tijdstappen

27 T=10000;

29 % Grootte tijdstap

dt=t_end/T;

31

% Berekenen van de matrix p op tijdstip t_end

33 [t, p] = RungeKutta(n,m,dt ,T,alpha ,omega)

p=( reshape(p,n,m))

35

% verwachting van A_1 en A_2

37 x=ones(1,n);
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a1=cumsum(x);

39 alpha1=sum(a1*p)*h*k*1000;

y=ones(m,1);

41 a2=cumsum(y);

alpha2=sum(p*a2)*h*k*1000;

43

% Bereken de verwachting van de stroomfunctie

45 Epsi=zeros(n,m);

x=0:0.1:n*0.1;

47 y=0:0.1:m*0.1;

for i=1:n

49 for j=1:m

Epsi(i,j)=( alpha1*sin(y(j))+alpha2*sin (2*y(j)))*sin(x(

i))*exp(-2*x(i));

51 end

end

53 Epsi

55 % Plot Epsi

figure (1)

57 [Y,X]= meshgrid (0:0.1:(n-1) *0.1 ,0:0.1:(m-1) *0.1);

surf(X,Y,Epsi)

59 xlabel(’x’)

ylabel(’y’)

61 zlabel(’E(\psi(x,y,t))’,’FontSize ’,12,’Rotation ’,0,’

HorizontalAlignment ’,’right’)

63

% Variantie van psi

65 beta1=sum(a1.^2*p)*h*k;

beta2=sum(p*a2.^2)*h*k;

67 beta3=sum(a1*p*a2)*h*k;

varpsi=zeros(n,m);

69 x=0:0.1:n*0.1;

y=0:0.1:m*0.1;

71 for i=1:n

for j=1:m

73 varpsi(i,j)=-((beta1 -alpha1 ^2)*sin(y(j))^2+( beta2 -

alpha2 ^2)*sin (2*y(j))^2+( beta3 -alpha1*alpha2)*2*

sin(y(j))*sin (2*y(j)))*sin(x(i))*exp(-2*x(i));

end
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75 end

varpsi

77

% Plot varpsi

79 figure (2)

[Y,X]= meshgrid (0:0.1:(n-1) *0.1 ,0:0.1:(m-1) *0.1);

81 surf(X,Y,varpsi)

xlabel(’x’)

83 ylabel(’y’)

zlabel(’Var(\psi(x,y,t))’,’FontSize ’,12,’Rotation ’,0,’

HorizontalAlignment ’,’right’)

85

87

end

89

function [tijd , positie] = RungeKutta(n,m,dt,T,alpha ,omega);

91 %

% Implementatie van de 4e orde Runge -Kuttamethode

93 % voor het oplossen van de 2-dimensionale Fokker -Planck vgl

.

% van het stochatische oceaanmodel

95 %

% f is de functiedefinitie (rechterhand)

97 %

% RungeKutta berekent de posities voor tijdstippen

99 % ht, 2*dt , ..., n*dt

101

% Beginvoorwaarden P

103

p0=zeros(n*m,1);

105

for i=1:(n*m)

107 p0(i)=1/(n*m);

end

109

positie = p0; % P0

111 % positie (2,:) = positie (1,:) + dt*f(positie (1,:)) % P1

% .

113 % .
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% .

115 % positie ((T+1) ,:) = ... % yn

117

tijd =0; % t0

119 % tijden (2) = dt % t1

% tijden (3) = 2*dt % t2

121 % .

% .

123 % .

% tijden(n+1) = n*dt % tn

125

for i = 1:T

127 tijd=i*dt;

k1=f(tijd ,positie ,n,m,alpha ,omega);

129 k2=f(tijd +0.5*dt,positie +0.5* dt*k1,n,m,alpha ,omega);

k3=f(tijd +0.5*dt,positie +0.5* dt*k2,n,m,alpha ,omega);

131 k4=f(tijd+dt,positie+dt*k3,n,m,alpha ,omega);

positie = positie + 1/6*dt*(k1+2*k2+2*k3+k4);

133 end

135 end

137 function dp1=f(tijd ,p1,n,m,alpha ,omega)

139 % coefficienten van het systeem.

c=[0.360362 0.240241 0.463322 0.205921 0.890552];

141

% De vector b is het stochastische deel van de SDE.

143 b = c(5)*alpha*omega;

145 % Beginwaarden domein over x en y

L1=10^ -1; % Breedte domein van integratie

147 L2=2; % Hoogte domein van integratie

xlinks = -5*10^ -2; % Linkerkant van het domein

149 yonder =0.7; % Rechterkant van het domein

x1=xlinks;

151 y1=yonder;

153

% p van vector naar matrix
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155 p=reshape(p1 ,n,m);

157 % stapgrootte

h=L1/n;

159 k=L2/m;

161 % Horizontale flux

for j=1:m

163 for i=1:n+1

165 % Punten van het rooster in de x- en y-richting

x(i)=x1+(i-1)*h;

167 y(j)=y1+(j-1)*k;

169 % De vector a is het deterministische deel van de SDE.

a(1)=c(1)*x(i)*y(j)-x(i);

171 a(2)=-c(2)*x(i)^2-y(j)+c(5)*alpha;

% Flux door de linkerrand van elk blokje

173 if i>1 & i<n+1

% fL(i,j)=a(1) *0.5*(p(i-1,j)+p(i,j)); % Flux door de

linkerzijde blokje

175 if a(1) >0

fL(i,j)=a(1)*p(i-1,j); % Flux door de linkerzijde

blokje

177 else

fL(i,j)=a(1)*p(i,j); % Flux door de linkerzijde blokje

179 end

else

181 fL(i,j)=0; % Flux door de linkerrand is nul

end

183

end

185 end

187 % Verticale flux

for j=1:m+1

189 for i=1:n

191 % Punten van het rooster

x(i)=x1+(i-1)*h;

193 y(j)=y1+(j-1)*k;
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195 % De vector a is het deterministische deel van de SDE.

a(1)=c(1)*x(i)*y(j)-x(i);

197 a(2)=-c(2)*x(i)^2-y(j)+c(5)*alpha;

% a(2)=0;a(1)=0;

199

% Flux door de onderrand van elk blokje

201 if j>1 & j<n+1

% fO(i,j)=a(2) *0.5*(p(i,j-1)+p(i,j))-b^2*(p(i,j)-p(i,j-1)

)/k; % Flux door de onderzijde blokje

203 if a(2) >0

fO(i,j)=a(2)*p(i,j-1)-b^2*(p(i,j)-p(i,j-1))/k; %

Flux door de onderzijde blokje

205 else

fO(i,j)=a(2)*p(i,j)-b^2*(p(i,j)-p(i,j-1))/k; % Flux

door de onderzijde blokje

207 end

else

209 fO(i,j)=0; % Flux door de onderrand is nul

end

211

end

213 end

215 % Stelsel van differentiaalvergelijkingen van p aanmaken

dp=zeros(n,m);

217 for j=1:m

for i=1:n

219

% Differentiaalvergelijking voor p in het punt (x(i),y(j))

221 dp(i,j)=(fL(i,j)-fL(i+1,j))/h+(fO(i,j)-fO(i,j+1))/k;

end

223 end

225 % p van matrix naar vector

dp1=reshape(dp ,n*m,1);

227

end
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Bijlage B

Mathematicacode

Afleiding deterministische model

1 (* Dit programma bepaald de differentiaalvergelijkingen voor de

stroomfunctie psi van het 2 dimensionale deterministische

model afgeleid van de barotropische wervelsterkte

vergelijking (bve). Eerst wordt de bve bepaald en

geprojecteerd op de orthogonale basis G(x)sin(ky), k=1,2

door gebruik te maken van het standaard innerproduct voor

functies.

*)

3

Clear[psi , x, y, A1 , A2];

5 Oceaanmodel2 :=

Module [{s = 2, deltapsi , phi , bve , projectie , sol , sol1},

7 G[x_] := Exp[-s*x]*Sin[x];

psi[x, y, t] = A1[t]*G[x]*Sin[y] + A2[t]*G[x]*Sin [2*y];

9 deltapsi = D[psi[x, y, t], {x, 2}] + D[psi[x, y, t], {y, 2}];

phi = deltapsi + 400*y;

11 bve = D[phi , t] - D[psi[x, y, t], y]*D[phi , x] +

D[psi[x, y, t], x]*D[phi , y] + deltapsi + alpha*Sin[2*y];

13 innerproduct[f_List , g_List] :=

Integrate[

15 Integrate[Inner[Times , f, g, List], {x, 0, Pi}], {y, 0, Pi

}];

projectie =

17 innerproduct [{bve , bve}, {G[x]*Sin[y], G[x]*Sin [2*y]}]/

innerproduct [{G[x]*Sin[y], G[x]*Sin [2*y]}, {G[x]*Sin[y],

19 G[x]*Sin[2*y]}]*{G[x]*Sin[y], G[x]*Sin[2*y]};
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sol = Solve[projectie == 0, {A1 ’[t], A2 ’[t]}];

21 sol1 = N[sol] // FullSimplify;

sol1

23 ]

25 Oceaanmodel2

27 {{A1 ’[t] -> A1[t] (-1. + 0.360362 A2[t]),

A2 ’[t] -> 0.890552 alpha - 0.240241 A1[t]^2 - A2[t]}}
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